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П Р Е Д И С Л О В И Е

Н астоящ ее учебное пособие п р ед став л я ет  собой  первую  часть в-щ. 
рого т о м а  сборника задач  по объединенном у к у р су  ал геб р ы  и аналити. 
ческой геом етрии. Оно содер ж и т подборку з а д а ч  по теори и  линейни* 
п р о стр ан ст в  над произвольным полем, теори и  ев к л и д о вы х и унитар. 
пы х п р о стр ан ст в , а так ж е зад ач и , к асаю щ и еся  ал геб р ы  линейных оие- 
р атор о в  в конечномерных п р о ст р а н ст в а х .

Будучи непосредственны м продолж ением  п ер во го  т о м а  [8), посо. 
бие н асл едует его с т р у к т у р у . З ад ач и  сгр у п п и р о в ан ы  в нараграфы1 
нумерация которы х продолж ает н ум ераци ю  п ер во го  т о м а . В начале 
каж дого п ар агр аф а приводятся определения и ф орм ул ировки теорем, 
касаю щ иеся р ассм атр и в аем ы х понятий, а  т а к ж е  п ри м еры  решений ти­
повы х зад ач . Т еоретической поддерж кой з а д а ч н и к а  я вл я ю тся  учебник 
В .В .В о ев о д и н а  [2], в котором  залож ены  м ето д и ч еск и е основы  объедине­
ния курсов алгебры  и геом етрии, и учебни к В .А .И л ь и н а , Г .Д .К и м  [7]. 
П оследовательн ость разделов, а  т а к ж е  оп редел ения и обозначения со- 
о т в е т ст в у ю т  учебнику [7]. В копие з а д а ч н и к а  пом ещ ены  ответы к 
зад а ч а м , к некоторым из них д а ю т ся  р ек ом ен д ац и и .



Список литературы

1. Б е к л с м и ш е в а  Л.А., П етр ови ч А.Ю., Ч уб ар ов И.Л. 
Сборник задач по аналитической геометрии и линейной алгебре,- М.: 
Наука, 1987.

2. В о е во д и н  В .В . Линейная алгебра,-М.: Наука, 1974,
3. В оен од и п  В .В ., К у зн ец о в  Ю.И. Матрицы и вычисления.- 

М.: Наука, 1984,
4. Г а н т м а х с р  Ф. Р. Теория матриц,- М.: Наука, 1988.
5. Г л азм  а н И. М., Л юби ч 10 Н. Конечномерный линейный ана­

л и з- М.: Наука, 1969.
6. И к р а м о в  Х .Д . Задачник по линейной алгебре,- М.: Наука, 

1975.
7. И льин В.А., Ким Г.Д. Линейная алгебра и аналитическая 

геометрия,- М.: Изд-во Моек, ун-та, 1998.
8. Ким Г.Д ., К р и ц к о в  Л .В, Алгебра и аналитическая геоме­

трия: теоремы и задачи. Том 1,- М.: Зерцало, 2003.
9. К о стр и к и н  А. И. Введение в линейную алгебру.- М.: Наука, 

1977.
10. К о с т р  и кин А. И,, М анин Ю.И. Линейная алгебра и геомет­

рия- М.: Наука, 1986.
11. К у рош А. Г. Курс высшей алгебры.- М.: Наука, 1971.
12. П оли а Г., С е ге  Г. Задачи и теоремы из анализа (в 2-х 

частях).- М.: Наука, 1978.
13. П р а со л о в  В. В. Задачи и теоремы линейной алгебры.- М.: 

Наука, 1996.
14. П р о ск у р я к о в  И. В. Сборник задач по линейной алгебре.- 

М.: Наука, 1967.
15. Сборник задач по алгебре / Под ред. К о стр и к и н а  А. И.- М.: 

Факториал, 1995.
16. Х ал м о ш  П. Конечномерные векторные пространства -  М.: 

Фиэматгиз, 1963.
17. Х орн Р., Д ж о н со н  Ч. Матричный анализ-М .: Мир, 1989.
18. Ш илов Г .Е . Математический анализ (конечномерные линей­

ные пространства).- М.: Наука, 1969.



Г л а в а  X I I .  Л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  н а д  
п р о и з в о л ь н ы м  п о л е м

§44. Определение и основные свойства

Пусть дано поле Р. Непустое множество V называется линейны* И 
векторным пространством над полем Р , если на этом множестве oiipcJ* 
лены внутренний закон композиции V х V —* V , называемый сложением* 
внешний закон композиции Р х V -* V , называемый умножением на чиЛ* 
из поля Р , удовлетворяющие следующим аксиомам: для любых а, fc, с £ (/ 0 
а , 0 £ Р  *

I Jo  +  fc^fc + ej
2) (а + fc) +  с =  а +  (fc +  с) •,
3) существует элемент в £  V такой, что а +  в =  в +  а =  а \
4) для любого элемента а 6 V существует элемент — а £  V такой, ч^ 

а +  ( - а )  =  ( - в )  +  а =  в ;
5) 1 ■ о =  a ;
6) а(3а) =  {о0)а ;
7) (а  + 0)в  =  аа  +  $ а ;
8) а (а  + fc) =  аа + ofc.
Линейное пространство над полем Q называется рациональным, нал по. 

леы R  - вещественным, а над полем С -  комплексным линейным простран­
ством.

Понятия линейной зависимости, базиса и размерности линейного про­
странства, линейного подпространства и линейного многообразия, рассмо­
тренные применительно к вещественным линейным пространствам в гла­
ве IV части 1, сохраняются и в линейном пространстве над произвольным 
полем. Практически неизменными остаются и все теоремы (а также их до­
казательства), касающиеся этих понятий. Незначительное изменение кос­
нется лишь формулировок: в них добавится уточнение, какое именно поле 
рассматривается. Безусловно, это сходство с вещественными линейными 
пространствами относится к тем общим свойствам линейных пространств, 
которые опираются лишь на аксиомы поля. Частные же особенности полз 
(такие, иалрнмер, как конечность поля или отличие от нуля его характери­
стики) могут сделать свойства линейного пространства исключительнымх 
(пример 44.4, задачи 44.11-44.1S, 44.93, 45.26, 45.48).

Приведем теперь неиоторые дополнительные понятия н фанты, связан­
ные с линейными простраистиами над произвольным полем.

Линейно независимая подсистема системы веиторон, через которую яя- 
иейио выряжается любой аеятор системы, называется базой этой системы 
веиторов.

Т е о р е м а  44 .1 . Подсистема системы век торов шалеете» базой 
системы векторов тогда и только тогда, когда образует  -максимальную 
линейно независимую подсистему.



7§■('/. Определение и основные свойства

С л е д с т в и е . Псе базы одной  систем ы  векторов соетомт из одина­
кового числа вект оров, равного максимальному числу линейно независимых 
вект оров системы.

Ч исло векторов базы называется рангом системы векторов. Очевидно, 
ранг системы векторов равен максимальному числу линейно независимых 
векторов системы. О б о з н а ч е н и е :  rg (o i, . . . , а „ ) .

Две системы векторов линейного пространства называются экви валент­
ными, если любой вектор каждой из этих систем линейно выражается через 
другую систему. Из определения следует, что база системы вект оров  экви­
валентна самой системе.

Т е о р е м а  4 4 .2 .  Если система векторов a t , . . . ,  at линейно выра­
ж а е т с я  через 6|, . . . ,  6т  I то rg (a j, . . . ,  а*) <  rg(6 i ........ b „ ) .

С л е д с т в и е  1 . Ранги эквивалентных систем совпадают
С л е д с т в и е  2. Эквивалентные линейно независимые системы век­

торов состоят из одинакового числа векторов.
Говорят, что система вект оров e i , . . . , e „  линейного пространства V 

порож дает  пространство V, если любой вектор г  €  V является линейной 
комбинацией в\.........е„ .

В этой терминологии базис линейного пространства V - это линейно 
независимая система векторов, порождающая все пространство V.

Т е о р е м а  4 4 .3  (о  н еполн ом  б а зи се ). Д п-мерном пространстве 
любую линейно независимую систему из к, где к <  п, векторов можно 
дополнить до базиса.

П р и м е р  44.1. А р и ф м е т и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о  Р". Пусть Р  
-  ноле, а Р п - множество всевозможных упорядоченных наборов п чисел из 
ноля Р, т .е . Р" =  {а  =  ( a i , a j , . . .  , a„)| a, 6  P, i =  1 , n). Два арифметических 
нектора a =  (ai , a j , . . . ,  a„) и b =  (6), 6j , . . . ,  6„) называются равными, если 
a, =  6,, i =  l ,n .  Введем в P" операции no следующим правилам:

а) если a = (a i, a j , . . . ,  a„), 6 = (6|, 6 j, . . . ,  6„), TO
a +  6 =  (ai +  6 i , a j  -f 6 2 , . . . , a n +  6n):

б) для любого числа a  6  P
a a  =  (a a i ,  a a ] , . . . ,  na„).

Нетрудо проверить, что P n линейное пространство над полез! Р.
Единичные векторы

О = ( 1 , 0 , . . . , 0 ) ,  е3 =  ( 0 ,1 , . . . , 0 ) ,  . . . .  е„ =  ( 0 ,0 , . . . ,  1) (44.1)

образуют базис Р" (см. пример 17.2), называемый естественны м  базисом
пространства Я " , координатами вектора а =  ( o i . a j ........ a„) в естественном
базисе служ ат его компоненты a i , a j , . . . , a „ .

В частности, С п ■ комплексное линейное пространство, dim о  =  п и 
векторы (44.1) образуют его базис.

При м ер  44.2. А р и ф м е т и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о  C jg. В линей­
ном пространстве С "  векторы умножаются на комплексные числа. Однако 
можно было бы ограничиться умножением только на вещественные числа, 
при этом результат умножения, несомненно, останется арифметическим век- 
зором из С " . Э го означает, что внешний закон композиции можно вводится 
как умножение на вещественные числа, т.е. как отображение З х .  — к- 
Символом C jjj будем обозначать множество С ,  в котором внешний закон
композиции определен как 1R к Г "  -• С ". Нетрудно проверить, что 
вещественное линейное пространс гво.



Глава Хи.Линейное пространство нал произвольны^

В Арифметическом пространстве C jjj векторы (44.1) не могут быт
ь Б,зисом, так  как умножением этих векторов только на вещественные 

нельм получить любой комплексный арифметический вектор а a  /,ИЦ4 
t / 7 i , . . . ,a n + |0„), где о * ,0» €  К, *  =  ТГп. Добавим к векторам (44.1) +
векторов: '  е,Ие ,,

/i = 0 . 0 ........0), Л  =  (0 ,1......... 0 ).......... /„ =  (0 ,0 ...........,).

Покажем, что система векторов e j , . . . ,  е„, / i. • • •. /п образует базис Г* 
Действительно, линейная комбинации этих векторов с вещественными 
эффиииентами а * ,£ *  имеет вил и *0.

У ' ахс* +  У2 & /* -  («> +  |'Л +  |Д„) (44.0

и равна нулевому вектору в =  (0, . . . , 0) тогда и только тогда, когда 
•А =  0, к =  1,п , т.е. а* =  0k — 0, к — 1,п . Следовательно, вектов+ 
е» .•••,««./»,•••./« линейно независимы. Они порождают псе пространств
C j j ,  так как любой вектор (a i +  i/ J i , . . . ,a n +  «/?„) из Cj^ согласно (442\ 
хвдхетсх линейной комбинацией этих векторов с вещественными коэффИцн 
ентами o i , . . . , o n,^ i,.-- ,/ Jn .

Итак, dim C j j  =  2n .
В частности, само поле С можно рассматривать как вещественное л*, 

венное пространство C j j.  В этом случае dim Сщ =  2, а естественным 613ц. 
сом служат числа 1 н I.

П р и м ер  44.3. Множество £3 =  (0 ,1 ) ,  в котором операции сложснщ 
и умножених вылолнхютсх по правилам

0 1
0 0 0
1 0 1

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

соответственно, образует, как нетрудно проверить, поле. Как и любое поле, 
оно хвдхетсх линейным пространством над самим собой.

Заметим, что это поле есть ничто иное как поле вычетов {Co.Ci} по 
модулю 2, в котором каждый из классов представлен своим элементом. Опе­
рации сложении и умножених в £3 введены по правилам:

1) сумма ш и л  есть остаток от делении обычной суммы m + п на 2,
2)  произведение т и п  есть остаток от деления обычного произведение 

т п  на 2.
Таках операции сложении (умножения) называется сложением (соответ­

ственно умножением) по модулю 2 н обозначается (m -f п) mod 2 (соответ­
ственно (m n) mod 2).

Аналогичным образом могут быть введены алгебраические операции и 
ь Ъ р =  (0,1 ........ р -  1}-

П р и м ер  44.4. Пусть М =  (01,03........ а„) - множество, состоящее из
л элементов. На множестве всех его подмножеств V определим операции 
сложения и умножених на числа из ноли £3 (см. предыдущий пример) по 
правилам:
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X + У = (ХиУ)\(ХпУ),
1 .Y = X, 0 Х = ф.

Нетрудно проверить (например, на хруга* Эйлера), что относительно утих 
операций множество V является линейным пространством нал полей Ъ). 
Отметим, что в атом пространстве 0 = 0 .  - X  =  X.

Покажем, что подмножества Л'| =  (а )) , X? =  ( a j ) , . . . ,  Хп =  (а„) 
образуют базис V . Во-первых, они образуют линейно независимую систему, 
так как никакая нетривиальная линейная комбинация (т.е. с коэффициен­
тами, равными 1 ) этих подмножеств нс равна 0 : 1 • Х ,, + 1  ■ X ,, +  . . .  + 
1 • =  ( a, , , a , a , t ) /  0 .  Во-вторых, как следует из последнего ра­
венства, любое подмножество является линейной комбинацией подмножеств
Xu X j, . . . ,X n.

Таким образом, dim V =  п.
Отметим также, что число всех векторов в пространстве V конечно и 

равно 2 " .

П р и м ер  44.5. Доказать, что линейное пространство Kq  веществен­

ных чисел над нолем рациональных чисел бесконечномерно.
Р е ш е н и е . Покажем, что для любого натурального числа п можно 

указать п вещественных чисел, линейно независимых нал полем Q.
Пусть p i,P 2 , ■ •• ,Рп -  произвольные различные простые числа и

I ]  =  l°g 2 Pi, z 2 =  log2 рз, . .., z n =  log,pn- 

Покажем, что если
a i i i  +  a 2z j + . . .  +  ornZn =  0 (44.3)

для некоторых рациональных коэффициентов a i , 0 2 , . , , , a n, то Oi =  Qj =  
. . ,  =  a„  =  0 .

Без ограничения общности можно считать, что все коэффициенты в ле­
вой части (44.3) целые: а ,  =  к, 6  Z, i =  1, п (в противном случае, т.е. если

о , =  — , к, 6  Ъ, ш, 6  N, i =  1 , п, достаточно умножить обе части равенства
ГО|

(44.3) на наименьшее общее кратное знаменателей m j,т 2 ........гл„). Таким
образом, выполнено равенство

*i log, pi +  ki log, Р2 +  * n log, р„ =  0 (44.4)

или, что тоже самое,

Р*' ’ Р]1 ■ ■ ■■ ■Рп" = 1 .  (44.5)

Если все показатели степени k i , k j , . . . , k n в левой части (44,5) неотри­
цательны, то так как р, ф 1 , i =г 1 , п, то й| =  =  к„ =  0 .

Если же среди чисел k i , . . . , k n есть отрицательные -  например,

*] <  0 , 0 , кн 1 > 0 , 0 ,

то из (44.5) следует, что

РМ

что противоречит единственности разложения натурального числа на про­
стые множители.

Таким образом, равенство (44.3) с целыми, а следовательно, и с рацио­
нальными коэффициентами возможно тогда н только тогда, когда все эти 
коэффициенты нулевые. ■
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Два лмкгйиых пространств» I'j и Vj мал общим полем Р  'lubii. 
изоморфными, гели существует биективное отображение <р : Ц 
торос сохраняет такой и композиции, т.е. если для любых векторов х 1 ' х * 
и любого числа о € Р ' * $

О v(* + ») = *>(*) + p (v); 1
2) ss(or) =  <vp(x).
О б о з н а ч е н и е : V) 2  Vi. Салю отображение tp Иазыпается изоц0 

мом линейных пространств.
П р и м ер  44.6. Геометрические пространства Vj, Vj, Vj вектор 

прямой, на плоскости и в пространстве изоморфны арифметическим ^  1ц 
ранстаам К 1, R1 и R 1 соответственно. Действительно, поставим в НОс*. 
ветствие каждому вектору х € V'„ набор его координат в каком-либо б»0°Т. 
е, т.е. арифметический вектор г ,  6 R , где п =  1,2, .4. Это соотвст^Ч( 
взаимно однозначно и сохраняет законы композиции, так как коордИк, \  
вектора обладают свойством линейности. На3ц

П р и м ер  44.7. Vj =  Cj j  =  К3.

П ри м ер 44.8. Г " “ Г ,  и в частности П Г Х" “ И Г " .

Т е о р е м а  44.4. Отношение изоморфизма е с т ь  отношение Э(. 
валентности на множестве всех линейных пространств над полем

Т е о р е м а  44.5 . В изоморфных пространствах
а) образ (и прообраз)  линейной комбинации векторов е с т ь  линео 

комбинация образов (прообразов) с теми ж е  коэффициентами;
б) образ (и прообраз) нулевого вектора есть нулевой вектор;
в) образ (и прообраз) линейно независимой системы векторов обрц31 

линейно независимую систему;
г) образ (и прообраз) базиса есть  базис.

Т е о р е м а  44.6 (критерий и зом орф изм а). Д ва конечномерна 
линейных пространства над общим полем изоморфны тогда и только гп 
гда, когда их размерности совпадают.

С л е д с т в и е .  Любое п-мерное вещественное п ростран ство  иэомопл 
но арифметическому пространству R " ,  а любое п-мерное комплексное пр0 
странство -  арифметическому пространству С п.

Vcij)

З А Д А Ч И

4 4 .1 . Доказать, что в линейном пространстве над полем Р 
для выполнения равенства ах + Ру =  fix +  ay, где а ,/3  Е Р, х,у 
- векторы пространства, необходимо и достаточно, чтобы либо 
Q = 0,  ЛИбО X — у.

4 4 .2 . Не пользуясь коммутативностью сложения векторов, 
доказать, что правые противоположный и нулевой элементы бу­
дут одновременно левыми.

4 4 .3 . Доказать, что коммутативность сложения векторов 
вытекает из остальных аксиом линейного пространства.

4 4 .4 . На множестве R2 упорядоченных пар действительных 
чисел введена операция сложения по правилу:
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если a = (a , , а3) и b =  (b, , 53), то a + 6 = (a, + 6,, a3 + b3).
Ввести операцию умножения пары (a i,a 3) на действительное 

число а  так, чтобы:
а) были выполнены все аксиомы линейного пространства, 

кроме аксиомы
1 • a = a, Va G Ж2;

б) были выполнены все аксиомы линейного пространства, 
кроме аксиомы

(a  + P)a =  аа + Pb, Va G R2, Va,/3 G f t .

4 4 .5 . На множестве R2 упорядоченных пар действительных 
чисел введены следующие операции:

если a =  (a j , а3) и 6 =  (6i, 63), то а + b = (ах + Ьх, а3 + 63);
для любого комплексного числа а =  Л + ip (А,ц  G R) 

a (a b a3) =  (Aai + /ла2, —/ха, + Аа3).
Доказать, что множество R2 с так введенными операциями 

является комплексным линейным пространством.
4 4 .6 . На множестве Ж2 упорядоченных пар действительных 

чисел введена операция сложения по правилу:
если а =  ( a i ,a 2) и b = (bu b2), то а + b = (ах + bu a3 + 63).
Ввести операцию умножения пары (a [ ,a 3) на комплексное чи­

сло а так, чтобы были выполнены все аксиомы линейного про­
странства, кроме аксиомы

а(Ра) =  (аР)а, Va € Ж2, Va,Р G С.
4 4 .7 . В комплексном линейном пространстве V определе­

на новая операция умножения на число по правилу а о х = ах, 
V G С. Доказать, что V является комплексным линейным про­
странством относительно старой операции сложения векторов и 
новой операции умножения на число.

4 4 .8 . Найти ошибку в следующем ’’доказательстве" того, 
что аксиома 1 • а =  a Va G V вытекает из других аксиом линей­
ного пространства: "Пусть а =  ab, тогда 1 - а =  l(a6) =  (1 -а)6 =  
ab =  а” .

4 4 .9 . На множестве Ж+ положительных действительных чи­
сел определены следующие операции:

а) "сложение” хфу = ху (т.е. обычное умножение х и у);
б) "умножение на действительное число” а © х =  х° (т.е. 

возведение х в степень а).
Показать, что множество Ж+ относительно указанных опера­

ций образует вещественное линейное пространство.
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4 4 .1 0 .  Пусть 1* -  множество всех функций, заданных и 
ннмаюшкх положительные значения на отрезке [а, 5]. пРц. 
лим сложение двух функций н умножение функции на числ^®' 
вене т вам и: Р*

/ Ф Р  =  /.<?» о © /  =  / ° ,  />Р €  G К.
а ) Проверить, что относительно указанных операций V 

ется вещественным линейным пространством. Чв-1я.

б) Доказать, что пространство V  изоморфно пространСт 
V» всех действительных функций, заданных на отрезке (а ,Ь ],0Й5г 
носнтсльно обычных операций сложения функций и умножец^' 
функции на число. я

4 4 .1 1 .  Пусть Р -  поле, F  -  его подполе,
а ) Доказать, что Р является линейным пространством на 

полем F .
б) Найти базис и размерность поля С над полем R.
в) Пусть m t , . . . ,  ггц -  различные натуральны е числа, кажд^ 

из которых не делится на квадрат простого числа. Доказать, ч*0 
числа 1, у/тп7 , . . . ,  у/тп линейно независимы в пространстве

г) Пусть г ь . . . , г п - различные рациональные числа из ин­
тервала ( 0 , 1) .  Доказать, что числа 2 Г*, . . . , 2 Г" линейно незави­
симы в пространстве Rq .

4 4 .1 2 .  Пусть р -  простое число и Zp =  { 0 , 1 , . . .  , р -  1} -  
множество, в котором операции сложения и умножения вводится 
по правилам (сы. пример 44 .3):

х @  У =  (х  + 1/) mod р, X о  у =  ( х у ) mod р.
а ) Показать, что Zp образует поле, и следовательно, является 

линейным пространством над самим собой.
б ) Ввести структуру линейного п р остранства на множестве 

£р всевозможных арифметических векторов, в которых каждая 
компонента равна одному из чисел множ ества Zp.

в) Найти общее число векторов в линейном пространстве^  
и его размерность.

4 4 .1 3 .  Привести примеры линейных пространств, состоя­
щих из п век торов, если: а) п =  1; б) п =  2; в) п =  3; г) п =  4.

4 4 .1 4 .  Показать, что если линейное пространство V содер­
жит конечное число векторон, большее одного, то  его основное 
поде конечно.

4 4 .1 5 .  Существует ли линейное пространство, состоящее из
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шести векторов?
4 4 .1 6 . Пусть V -  линейное пространство всех подмножеств 

конечного множества М из п элементов нал полем Zj (си. при­
мер 44.4). Доказать, что если ни одно из подмножеств Х ,, . . . ,Х к 
этого множества не содержится в объединении остальных, то эти 
подможества составляют в V линейно независимую систему.

4 4 .1 7 . Доказать, что пространство V всех подмножеств мно­
жества М из п элементов (см. пример 44.4) и арифметическое 
пространство изоморфны как линейные пространства над по­
лем Z j. У казать какой-либо изоморфизм между ними.

4 4 .1 8 . Два вектора а и 6 линейного пространства V над по­
лем Р  называются коллинеарными, если существует такое число 
а  € Р, что либо а  =  ab,  либо Ь = а  а. Выяснить, являются ли 
коллинеарными следующие пары векторов комплексных ариф­
метических пространств:

а) ( 1 , 1 +  i , 2 ,  2 - 3 i ) ,  (i, l - i . 2 +  i , - l ) ;
б) (1, г, 2 — г ,3 + - г), (1 -  1 + :, 1 — Зг, 4 — 2i).

Будут ли они коллинеарны как векторы соответствующих ве­
щественных арифметических пространств?

4 4 .1 9 . Пусть в пространстве V над полем Р  задан неко­
торый базис е ] , . . . , е п. Тогда каждому вектору х € V можно 
поставить в соответствие строку его координат в этом базисе:

Zh-> хе =  (а г ,,...,а г„ ).

Доказать, что:
а) линейная зависимость (линейная независимость) системы 

векторов х , у , . . . , г  равносильна линейной зависимости (соответ­
ственно линейной независимости) системы строк xe,ye, . . . , z t , 
рассматриваемых как элементы соответствующего арифметиче­
ского пространства Р п\

б) ранг системы векторов x , y , . . . , z  равен рангу системы 
строк х е,з/е, . . . , г е;

в) если вектор а  линейно выражается через систему х ,у , . . . ,  
z , т.е. а =  Хх +  ру  +  . . .  +  иг, то это же верно и для строк а е, хе, 
yt , . . . ,  гс, причем ае =  Ах„ +  руе +  . • • + uzt .

4 4 .2 0 . Выяснить, являются ли следующие системы матриц 
линейно зависимыми:
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« и  ; ! ■ [ : !  ■: ]■[ - ;  : ц :  ■!]•
Запнгнт ли ответ от того, каким является пространстпо 
ствснным или комплексным? в° '%

4 4 .2 1 . Выяснить, являются ли следующие системы мц0,. 
членов линейно зависимыми:

а) р(»0 ,  р(-Н),  Р(0> Р(~0 .  где Р (0  =  t3 +  t3 + t + i;
б )  l - i ,  < + «', (/ -« )2, (/ + О2.

Зависит ли ответ от того, каким является пространство -  BeiIle 
ственным или комплексным?

4 4 .2 2 . Доказать, что если какой-либо вектор линейного пр0 
странства единственным образом представляется в виде линСв 
ной комбинации векторов eite7, . . . , e ki то эта  система вектору 
линейно независима.

4 4 .2 3 . Доказать, что если каждый вектор линейно цеза
висимой системы Х) линейно выражается через вектору
У ь - - - , У т ,  ТО п <  т .

Найти ранг следующих систем векторов и выяснить, зависа­
ли ответ от того, какому пространству -  вещественному или 
комплексному -  принадлежат эти векторы:

4 4 .2 4 .

4 4 .2 6 .

4 4 .2 8 .

4 4 .3 0 .

4 4 .3 1 .

*1 =  
I »  =

=  
*4  =  

=  
X j =

* 3  =  
X , =
* 5  =

*1 =  
х 2 =
* 3  =

*4  =

*1 =  
X j =

I s  =

р»( о
Рз(0

х , =  ( 1 , 4 ,  7,  10), 
*2 = (2, 5, 8, 11), 
х 3 =  ( 3 , 6 ,  9,  12).

( 1 , 2 , 3 ) ,  4 4 .2 5 .
(6, 5, 4),
(7, 8, 9),
( 1 2 , 1 1 ,1 0 ) .

( 1 , - 1 ,  0 , 0 ) ,
( 0 , 1 ,  - 1 , 0 ) ,
( 0 , 0 ,  1 , - 1 ) ,
( 0 , 0 ,  0 , - 1 ) ,
( 7 , - 3 ,  - 4 , 5 ) .

( 1 , 1 0 , 0 , 0 ) ,  4 4 .2 9 .
(0 , 1, 1 0 ,0 ) ,
( 0 , 0 ,  1, 10),
(Ю -3, 0, 0 , 1) .

( 3 - i , l - 2 i , - 7  +  5 i,4  +  3 i) ,
(1  + 3*, l + i , - 6 - 7 t ,  4*),
( 0, 1, 1, - 3 ) .
= t < - l ,  р ,(0  =  « * - 1 ,  р3(<) =  <* + 1, Р 4(0  =  < + 1> 
=  1 - 1 .

4 4 .2 7 .  х ,  =  ( 1 , - 1 , 0 , 0 ) ,  
* 2  =  ( 0 ,  1 , - 1 , 0 ) ,  
Хз =  (0,  0,  1 , - 1 ) ,  
* «  =  ( 1 , 0 ,  0 , - 1 ) .

х, = (1, 1, 1, 1, 1), 
х 2 =  (1,  г, - 1 ,  1),
х3 =  0»
* «  =  ( ! ,  - i ,  О-
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4 4 .3 2 . МО =  (< + l ) s, p,(t)  =  (< -  I )3, р3( 0  =  (< + I )3,

М0 = (*-1)3. М0 = (<+1)4, M0 = (‘ - i)4-
4 4 .3 3 . р,(1) =  (< -  I )4, р»(0 =  (< -  1)3(< + 1),

МО = (<- 0*(« + 1)S. МО = («-!)(« +1)3,
МО = («+1)4.

44.34. р,(0 = t + i, Рг(0 = *-«', Рз(0 = i + О МО = < - 1.
4 4 .3 5 . Л, Л 2, Л3, Л4, где Л =  * ! .

4 4 .3 6 . Ах

Лз

4 4 .3 7 . Л,

1 1 + i
2 - i  О 1 - j

Ла
- 1 1  i '
О 1 + »  2 +  t ’

1 + i - 2  - 1
1 + 2х - 1  - :  - 1 Л*

1 1 +  г 
t 1 -  г

i
- 1

- 1  +  i 
1 + i

Лз —

1 -  i 2 j
2 -  i - 1  +i

2 -  i 3 + i 
1 +  2i 1 -  3i

4 4 .3 8 . Сущ ествует ли система векторов из С ", которые кол- 
линеарны как элементы комплексного пространства, а как эле­
менты вещественного пространства имеют ранг, больший двух?

4 4 .3 9 . Известно, что система векторов a i , a J t . . . , a n 6 С" 
имеет ранг г как элементы комплексного пространства С". До­
казать, что ранг этой системы в вещественном пространстве Сд 
не превосходит 2г.

Для каждой из следующих систем векторов найти ранг и 
какую-нибудь базу:

4 4 .4 0 . * , =  ( 1 , - 4 ,  3 ,2 ) ,  
х 2 =  (3 , —7, 5, 3), 
Жз =  (3 , - 2 ,  1, 0),
*4 = Н ,  1,0,  1).

4 4 .4 1 . ж, =  (0, 2 , - 1 ) ,  
ж2 =  (3, 7, 1), 
ж3 =  (2, 0, 3), 
*4 =  (5, 1, 8).

4 4 .4 2 . М < ) =  3<J +  21 + 1, 4 4 .4 3 . р,(<) =  I3 + 2I3 + 31 + 4,
М О  =  413 + 3/ + 2, M l )  = 2I3 + 3I3 + 41 + 5,
М О  =  3 О +  21 +  3, М О  =  313 + 413 + 51 +  6,
р4(1) = I3 + 1 + 1, Р4(<) =  413 + 5 I3 + 61 +  7.
р5(1) =  4<3 + 3 1 + 4 .

4 4 .4 4 . Л, Лг , ЛЛГ , Л3, Л3, Л4, где Л = 1 _ 1 1 1 1 Г

4 4 .4 5 . Л, В, В т, АВ, А В Т, В А, В ТА, В В Т, В ТВ,  где
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1 0  0 ‘ 0  0  Г
•1 = 0  1 0 . В  = 0  1 0

0  0  0 0  0  0

4 4 .4 6 .  В системе X i , . . . , x m первые г векторов образую  
ау, а х ( -  ненулевой вектор, не входящий в эт у  базу. Доказ ^  
что среди векторов базы найдется вектор x J} I <  j  <  r , -,,***>, 
что при замене его в подсистеме х , , . . . ,  х г вектором х,  получ,,*01',

х , , . . . , х т . Б у д ет ли такой Век̂ С*новая база заданной системы ^
Х| единственным? Г°Р

4 4 .4 7 .  Что можно сказать о системе векторов ранга г 
она имеет: а) единственную базу; б) ровно две базы ; в) р0а 
три базы? Две базы, отличающиеся лишь порядком вектор^ 
считаю тся одинаковыми.

Найти все базы следующих систем векторов:
4 4 .4 8 .  х , =  (4 , - 2 ,  12, 8 ) , 4 4 .4 9 .  х ж =  (1 ,  2 , 3 , 0 , - п

х 2 =  ( - 6 ,  12 , 9 ,  - 3 ) ,  х 2 =  (0 ,  1, 1, 1 , 0)
=  ( - Ю ,  5, - 3 0 ,  - 2 0 ) ,  х 3 =  (1 , 3 , 4 , 1, - и

х , =  ( - 1 4 ,  28,  2 1 , - 7 ) .

4 4 .5 0 .  Указать все базы системы векторов
*1 = ( 1  +  », 1 — *',2 +  3»), х 2 =  ( г, 1, 2 ),
х 3 =  (1  -  «1- 1  -  i , 3 -  2*), х 4 =  ( 4 , - 4 * ,  10 +  2*'),

рассматриваемых как: а) элементы комплексного пространства-
б ) элементы вещественного пространства.

4 4 .5 1 .  Даны две системы векторов:
i i =  ( 1 , 1 , 1 ) ,  =  ( 1 , 2 , 3 ) ,
*2 =  О,  0 , - 1 ) ,  у2 =  ( 0 , 1 , 2 ) ,
хз =  ( 1 , 3 ,  5 ), уз =  (3,  4,  5) ,

У« =  (4,  6,  8 ) .
Определить, будет ли система УьУ2,Уз,У4 линейно выражаться 
через систему x j , x 2, x 3.

4 4 .5 2 .  Известно, что в системе векторов х ь  . . . ,  х т , у , , . .  ,,уп 
векторы yi, . . . ,  у„ линейно выражаются через векторы®! , . . . ,  хт . 
П оказать, что система X j , . . . , х т , Уь • • ■, Уп эквивалентна систе­
ме х , , . . . , х т .

4 4 .5 3 .  Доказать, что в каждой системе векторов X i , . . . , x m, 
содержащей хотя бы один ненулевой вектор, можно выбрать 
эквивалентную ей линейно независимую подсистему.
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4 4 .5 4 . Ламы векторы:

а, =  (0 ,1 ,0 ,2 ,0 ) ,  а , =  (7 ,4 ,1 ,8 ,3 ) ,  о3 =  (0 ,3 ,0 ,1 ,0 ) , 
ал =  (1 ,9 ,5 ,7 ,1 ) ,  а5 = (0 ,1 ,0 ,5 ,0 ) .

Можно ли подобрать числа с,; , i, j  =  175, так , чтобы векторы 

6, =  + с,3аг + с,3а3 +  с,4ач + с,5а5, i =  Т75,
были линейно независимы?

4 4 .5 5 . Доказать, что вектор ft тогда и только тогда линейно 
выражается через векторы а|,аа ,- . . ,( ц ,  когда ранг последней 
системы векторов не меняется от добавления к ней вектора ft.

4 4 .5 6 . Доказать, что если две системы векторов имеют оди­
наковый ранг и одна из этих систем линейно выражается через 
другую, то эти системы эквивалентны.

4 4 .5 7 . Доказать, что если пересечение двух систем векторов 
А =  { d ! , . . . , ^ }  и В -  { fc i,.. .,fc m} непусто, то

rg(A П В)  +  rg(A U В) < rg/l + rgJ9.

4 4 .5 8 . Доказать, что для любых двух систем векторов А = 
{ a i , . . . , a * }  и В  =  { f t i , . . . ,6 m} справедливо равенство

rg(A U В) < rg А + rg В,
причем равенство в этом соотношении выполнено тогда и толь­
ко тогда, когда ни один вектор одной системы не выражается 
линейно через векторы другой системы.

4 4 .5 9 . Доказать, что в л-мерном линейном пространстве лю­
бые п линейно независимых векторов образуют базис.

4 4 .6 0 . Доказать, что любой ненулевой вектор пространства 
можно включить в некоторый базис этого пространства.

4 4 .6 1 . Доказать, что в конечномерном пространстве суще­
ствует базис, не содержащий ни одного вектора из заданной си­
стемы векторов a i , . . . , a t .

4 4 .6 2 . В пространстве I s найти три различных базиса, име­
ющих общие векторы е : =  (1 ,0 ,0 ,1 ,1 ) ,  е2 =  (0 ,1 ,1 ,0 ,0 ) . Верно 
ли, что существует лишь конечное число таких базисов, в кото­
рых системы добавляемых векторов попарно не эквивалентны?

4 4 .6 3 . Систему многочленов t5 +  tA, ts -  'it3, t5 + 2t7, ts -  t 
дополнить до базиса пространства Ms-

4 4 .6 4 . Систему матриц 

нить до базиса пространства

'2  7 6 ' '2  1 Г '4  8 7'
6 1 4 ) 3 0 1 1 9 2 5

К2ХЗ

допол-
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1 1 0 ' ' 0  0 2 ' ' 2  0 0 ' ' °  0 (п
44.6S. Систему матриц 1 U 1 0 1 (1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 2 0 1 0 0 0 .0  0 0
0 2 0 
0  0  0  

0 2 0
дополнить до базиса пространства Ш3х3. Можно Л((

выбрать все добавляемые матрицы кососимметрическими?

Показать, что векторы С | , . . . , е п образуют базис арифмеп, 
ческого пространства и найти координаты вектора х в этом б*, 
знсе:

44.66. е, = (2,2, -1) ,  с, = ( 2 , - 1 , 2 ) ,  е3 =  ( - 1 , 2 , 2 ) ;  
х = (1,1,1).

44.67. е, = (1,5,3), е3 =  (2 ,7 ,3 ), еа =  (3,9, 4) ;  
j  = (2 -  2», 7 - 4» ,  4 -  i).

44.88. е, = ( 1 , 2 , - 1 , - 2 ) ,  е3 =  ( 2 , 3 , 0 , - 1 ) ,  е3 =  (1,2,1,4) ,
Сч = (1,3, -1,0) ;  г = (7,14,  - 1 , 2 ) .

44.69. е, = (1,2,1,1),  е3 = (2,3,1,0) ,  е3 =  ( 3 , 1 , 1 , - 2 ) ,
«, = ( - 4 , 4 , - 1 , 6) ;  * = (7,8,7,2) .

44.70. Построить какой-либо базис в вещественном про. 
странстве Cj и найти координаты в этом базисе вектора 
(1 +  « , 1 - 2 0 .

44.71. Арифметические векторы et , . . . ,  е„ образуют базис в 
комплексном пространстве С". Доказать, что:

а) векторыe i ,. . . ,e B,ie i,...,ie „  образуют базис в веществен- 
ном пространстве C j;

б) векторы е]|. . . ,е П|ае|........аеп образуют базис в вещест­
венном пространстве тогда и только тогда, когда комплекс­
ное число а  не является вещественным.

44.72. Найти координаты многочлена Is -  <4 +  <3 -  Is -  < + 1 
в каждом из следующих базисов пространства М&:

а )  1, 1, tJ, t3, t\ Is;
б)  1 , I -  i, t’  + i, I* -  1 , « H i ,  <5 +  «;
в) 1 + t3, t + <3, <5 + I3, t3, <4 + l3, t6 + t3.
44.73. Доказать, что многочлены 2< + <5, <3- < 5, < + <3 образуют 

базис в пространстве нечетных многочленов степени не выше 5, 
и найти координаты многочлена 51 -  I3 + 21& в этом базисе.

44.74. Показать, что последовательности
е, = ( 2 ,3 ,5 ,8 ,1 3 , . . . ) ,  е3 =  ( 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , . . . )
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образуют базис пространства всех последовательностей веще­
ственных чисел (<*1, 02, . . . ) ,  удовлетворяющих условию a t =  
a * - i  +  а *-*1  ̂ >  3. Разложить по этому базису последователь­
ность I  =  ( 1 ,1 ,2 ,3 ,5 ,8 , . . . ) ,

4 4 .7 5 . Доказать, что система матриц

I 2 

.2  1.

IIьз 2 Г  
2 1 , £ э  =

1 2 
1 2

2 2 
.1 1

образует базис пространства Ш3х3. Построить другой базис это­
го пространства так, чтобы ни одна из его матриц не выража­
лась линейно через какие-либо две матрицы базиса Е\, Ег, Е3,
Е<.

4 4 .7 6 . Доказать, что матрицы

Е , =
1 - Г  

.1  - 1 .
, £ *  =

'2  5 ' 
1 3 , £ з  =

1 Г  
0 1

3 4 ' 
5 7

образуют базис пространства 1 3х3, 
[ 5  1 4 ’

6 13
матрицы А =

и найти координаты

в этом базисе.

4 4 .7 7 . Найти координаты матрицы 

следующих базисов пространства С3х3:
"i Г  

1 1
2 1 + i
1 i

в каждом из

б)

1 г 1 Г 1 Г
1 1 ) 1 t ) i 1

1 i ' 0 i 1 0
i 0 1 г 3 1 0 1 )

4 4 .7 8 . Доказать, что матрицы

Е, =

Е< =

0 0 Г

СМсм ' 1 2  3 '

0 1 0 Е , = 2 1 - 2 , £ з  = 2 3 4

1 0 0 2 - 2  1 3 4 5

: - 2  3 ' : 2 2 - Г : 0 1 Г

3 6 , Ъ  = 2 - 1  2 , Ее = 1 - 1  - 1

1 2 - 1  2 2 1 - 1  - 2

образуют базис пространства симметрических матриц порядка
ГО 6 Г

3, и найти координаты матрицы .4 = 6 3 - 3
1 -3  -3

в этом базисе.
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4 4 .7 9 . Доказать, что каждая из двух систем вектор0а 
<*» =  ( 1 - 1 , 3  + 2i), е ' , = (  1, 9 +  3 .),
е , =  ( - 1  + 2«, 3 -  «), е'3 =  ( - 1  +  3i, 9)

является базисом пространств С3, и найти матрицу лерех0
первого базиса ко второму. Найти координаты вектора в Че 4 °т 
базисе, если известны его координаты ( х ь 1 2) во втором г)а^1|Г|М

4 4 .8 0 . Доказать, что каждая из двух систем векторов Исе'
«1 =  ( 1 , о , «), с', =  ( 1, 0 , - i ) ,
е,  =  (0,  i , l ) , е', =  ( 0 , - i ,  1),
сз =  ( »,1,0), РЪ II О

является базисом пространства С3, и найти матрицу переход  ̂
первого базиса ко второму. Найти координаты вектора в перв°Т 
базисе, если известны его координаты ( 1 1 , 1 2 , 1 3 ) во втором б**'
зкее.

4 4 .8 1 . Показать, что многочлены 1, t -  с, (< -  с ) 2 , . , . ,  (< 
образуют базис в пространстве Л/„, и найти координаты Мно^
члена

/ ( 1) =  во +  ail +  в212 + - . . .  +  antn
в этом базисе.

4 4 .8 2 . Найти матрицу перехода от естественного базиса пр0. 
странства Л/„ к базису 1 , t -  с, (/ -  с)2, с ) п.

4 4 .8 3 . Доказать, что каждая из двух систем матриц

' 1  2 ' ■ 0 г 0 0 ' ‘ 0 0 ' ' 3 1 ' ' 0  0 '

3  0 » - 1  1 I 1 _ 2 1 0 1 ) 2 1 1 0 0
0  2 0  0 0 1 0 2 1 0 0 1

■ 1 1 ' '4  3 ' '3  0 ' ‘ 3 1 ' ' 0 1 ■ '0 01
4 - 1 1 5 1 * 3 0 1 0 5 ) - 1 2 1 -1
0 2 1 2 1 0 1 - 2 0 0 .0 4

является базисом пространства 1 3х3, и найти матрицу перехо­
да от первого базиса ко второму. Найти координаты матрицы 
размера 3 х  2 в первом базисе, если известны ее координаты 

. . . , z e) во втором базисе.
4 4 .8 4 . Доказать, что каждая из двух систем матриц

■ 0 1 - 2 ‘ 0 0 - Г

см7о

- 1 0  3 ) 0 0 4 1 0 - 2
2 - 3  0 1 - 4  0 - 2  2 0
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■ 0 1 Г ' 0 2 - 2 ' 0 1 0 '
- 1  0 - 1 > - 2  0 3 - 1  0 - 2
- 1  1 0 2 - 3  0 0 2 0

является базисом в пространстве кососимметрических матриц 
порядка 3, и найти матрицу перехода от первого базиса ко вто­
рому. Найти координаты кососимметрической матрицы поряд­
ка 3 в первом базисе, если известны ее координаты ( z i , х 2, х3) во 
втором базисе.

4 4 .8 5 . Д оказать, что каждая из двух систем многочленов

t - t 2, <3, 1 +  5< +  <3, (1 +  г)3

(1 +  о 3 . (1 - г) 3 .  t - t2 + t3, i + t + t’ + t3

является базисом пространства М3. Найти координаты много­
члена степени не выше 3 в первом базисе, если известны его 
координаты ( i t , х 5, х 3, г.,) во втором базисе.

4 4 .8 6 .  Д оказать, что каждая из двух систем многочленов

(1 + <2)3, (1 ~ i 3)2, 1
и

1 +  г2 - и 4, 1 -  <2 + 1\  f
является базисом в пространстве четных многочленов степени 
не выше 4 , и найти матрицу перехода от первого базиса ко вто­
рому. Найти координаты четного многочлена степени не выше 4 
в первом базисе, если известны координаты (х ь  х3, х3) во втором 
базисе.

4 4 .8 7 .  Как изменится матрица перехода от одного базиса к 
другому, если:

а) поменять местами t-й и j -й векторы первого базиса;
б) поменять местами i -й и j -й векторы второго базиса;
в) записать векторы обоих базисов в обратном порядке?
4 4 .8 8 .  М атрица S  является матрицей перехода от перво­

го базиса , . . . ,  е„ ко второму базису f i , . . . ,  /„ п-мерного про­
странства V,  а матрица Q -  матрицей перехода от третьего 
базиса g i , . . . , g n ко второму базису / i , . . . ,/ „ .  Найти матрицу 
перехода:

а) от второго базиса к первому;
б) от первого базиса к третьему.
4 4 .8 9 . Как связаны между собой базисы /i,...,/„ и е\,...,еп 

пространства V, если матрица перехода от базиса е к /:
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а) диагональная;
б )  скалярная;
в) верхняя треугольная;
г) нижняя треугольная?
4 4 .9 0 .  В n-мерном линейном пространстне заданы некто 

ет , причем т  > л +  2. Доказать, что сущ ествую т так
числа Qi , . - . ,  ftm, нс все равные нулю, что

Е ,"  I o,Ci =  в и YiT-i =  0.
4 4 .9 1 .  Доказать, что система векторов линейного простру  

ств а является базисом тогда и только тогда, когда она образу^ 
минимальную систему векторов, порождающую все простран 
ство.

4 4 .9 2 .  Пусть Ci , . . . , e „  и / ь  - -»/п -  два бази са линейного 
пространства V' и 1 < к < п. Доказать, что из векторов вто. 
рого базиса можно выбрать такие к векторов, что после обмена 
их с векторами el t . . . , c t  из первого базиса получатся снова цВ1 
базиса пространства V'.

4 4 .9 3 .  Векторы X | , . . . , x t €  V' линейно независимы, аба.
зис пространства V таков, что он о с т а е т с я базисов
после замены вектора е; на вектор х, при любом i =  \,к. Вер. 
но ли, что векторы х , , . .  . , x * , e t + i, . . . , е „  тож е образуют базис 
пространства V'?

4 4 .9 4 .  Пусть V' -  л-мерное линейное пространство над полей 
Р , состоящим из q  элементов. Найти;

а ) число векторов в пространстве V ;
б) число базисов пространства V ;
в) число невырожденных матриц n-го порядка над полем Р.

§45. Линейное подпространство

Непустое подмножество L пространства V  называется линейным nod- 
п р о стр ан ств о * пространства V', если оно само является линейным прост­
ранством относительно талонов композиции, действующих в V . Другое олре- 
леленве линейного подпространства, эквивалентное этому, устанавливаете! 
теоремой 18.1, которая имеет место и в общем случае.

Как уккэыкалось в $22, множество всех решений однородной системы 
уравнений

Ах — 0 (45.1)
с  п неизвестными образует линейное подпространство арифметического про­
странства S " .  В общем случае, когда А €  множество всех решений
системы (45.1) образует подпространство L линейного пространства Р , 
причем его размерность также равна п -  rg А.
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О таком подпространстве говоркт, что оно задано однородной системой
(4 5 . 1 ), и записывают это в виде

/,: Лх =  0 .
Другой способ заданна линейного подпространства сваэан с понятием 

линейной оболочки.
Пусть f l i . o j , . . . , о» -  система векторов линейного пространства V над 

полем Р . Линейной оболочкой  системы векторов 0 1 , 0 3 ........ а* называ­
ется множество всевозможных линейных комбинаций этих векторов. Го­
ворят также, что линейная оболочка натянута но векторы  а\,аэ . . , ,а ь  . 
О б о з н а ч е н и е :  £ ( o i , . . . ,а ц ) . Итак,

£ (o i ,. . . ,о») = |о = Y, °|в| l°i 6 Р, I = 1,й|.

Из определения следует, что каждое конечномерное пространство явля­
ется линейной оболочкой векторов своего базиса.

Т е о р е м а  4 5 .1 . Сели в|, . . . ,а *  -  векторы линейного простран­
ства К, mo £ ( d i , . . . ,  а * )  явл яется  пикейным подпространством простран­
ства V.

Т е о р е м а  4 5 .2 . Две системы векторов линейного пространства 
эквивалентны т огда  и только тогда, когда их линейные оболочки совпа­
даю т.

С л е д с т в и е  1 . Линейная оболочка системы векторов совпадает  с 
линейной оболочкой своей базы.

С л е д с т в и е  2, Размерность линейной оболочки системы векторов 
равна рангу этой систем ы ;

d im £ ( a i , . . . ,a » )  =  rg(m ........ а * ) .

П р и м е р  45.1. Найти размерность и какой-либо базис линейной обо­
лочки L =  £ ( з 1 , а з ,а з ,а 4), натянутой на векторы ai =  (1 ,2 ,3 ,1 ,0 ) ,  a j =
( 1 ,1 ,2 ,4 ,1 ) ,  a 3 =  ( 3 ,4 ,7 ,9 ,2 ) ,  a , =  (1 ,0 ,1 ,7 ,2 ) .

Р е ш е н и е . Составим из векторов a t , аэ, аз, а, матрицу, расположив 
их компоненты по-строчно и указав в конце каждой строки наименование 
соответствующего вектора:

' 1 2 3 1 0 ’ в!
1 1 2 4 1 a j
3 4 7 9 2 вэ
1 0 1 7 2

(45.2)

Отметим, что любое элементарное преобразование строк этой матрицы 
приводит к новому набору строк, которые остаются в исходной линейной 
оболочке L. Приведем матрицу (45.2) элементарными преобразованиями 
строк к верхней ступенчатой форме:

' 1 2  3 1 0' а \ '1 2 3 1 0' ai
0 -1 -1 3 1 аз - ai 0 -1 -1 3 1 аз -  О х

0 -2 -2 6 2 а3 - Заз
—* 0 0 0 0 0 аз —  2аз — ai

0 -2 -2 6 2 0 4 -«1 0 0 0 0 0 O i - 2аз + ai

Из последней матрицы следует, что:
-  векторы аз, а , являются линейными комбинациями векторов ai и a j: 

аз =  ai 4- 2аз, а< — — ai 4- 2аз,
- векторы a i, a j — a i,  а следовательно, и векторы ai, аз линейно неза­

висимы.
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Т и а м  образом, dim L =  2 н векторы a la aj образуют базу 
векторов в ), в ], оз, в<, и поэтому квлкютск базисом линейной оболо Ст'ц 

Отметим, что в качестве базиса L может быть выбрана нс гол*и Г *4 
за рассматриваемой системы векторов, но и, например, ненулевые bl!tl О*, 
полученной верхней ступенчатой формы, т.е. векторы at =  ( ]  j  
аа - в |  = ( 0 , - 1 , - 1 , 3 , 1 ) .  ■ " H o f

П р и м е р  45.2. Составить однородную систему алгебраически» 
нений, множество решений которой совпадает с  линейной оболочкой /Н»*. 
смотренной в предыдущем примере. *'• р^

Р е ш е н и е . Вектор х =  ( i i . x j , х з . г , , t s )  принадлежит линейной 
дочке L =  £ ( 0 1 , 03, 03, 04) тогда и только тогда, когда найдутся посто. °®0, 
art, o j ,  o j ,  04 , а» такие, что ""W,

aiflt +  a ja j  +  <2303 +  0404 +  otjas =  x .

Равенство (45.3) относительно Qj , j  =  1 ,5 , представляет собой 
линейных алгебраических уравнений с расширенной матрицей

<45.3)

СИс*М,

Г 1 1 3  1 X I  ’
2 1 4  0 х а
3  2  7  1 х з
1 4  9  7 * 4
0 1 2  2 * 4  .

а существование коэффициентов orj, j  =  1 ,5 ,  в этом соотношении равносил, 
но совместности системы с расширенной матрицей (4 5 .4 ).

Исследуем совместность этой системы методом Гаусса:

Г  1 1 3 1 XI - Г 1 1 3 1 X l 1

0 1 2 2 Х4 0 1 2 2 * 4

0 - 1 - 2 - 2 х з — 3 x i —t 0 0 0 0 х з — 2 х +  Хз
0 3 6 6 Z4 -  * 1 0 0 0 0 х з — З г +  * 6
0 - 1 - 2 - 2 * 2 - 2 x i  J 0 0 0 0 х * -  X l — З х з

Таким образом, для совместности системы, и следовательно, для того 
чтобы вектор х =  (ж*, ха ,хз , Х4, х&) принадлежал линейной оболочке L ~ 
£ ( 0 1 , 07, 03, 04), необходимо и достаточно, чтобы вектор х был решением 
системы

{—2xi +  ха +  х» =  О,
—3xi + хз +  га =  0, ■

- X l  +  Г4 -  Зх4 =  0.
Т е о р е м а  4 5 .3  (о м онотонн ости р а з м е р н о с т и ). Размерность 

линейного подпространства не превосходит разм ерност и пространств 
Подпространство той ж е размерности, ч т о  и все пространство, с ни* 
совпадает.

Суммой подпространств L \ , . . . , L k  называется множество
к ___

L, =  (х  =  ц  +  . . .  +  х* |х, €  L,  , « =  1 ,* )  .
■>1

Представление х =  Х| +  . . .  +  г* вектора х  называется его разложение* 
по подпространствам  £| .
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Пересечением подпростран ств L \ ,:..,L y  называется множество 

£1 П ...П £ *  = {г 6 V'|г, 6 £ ,, I = ТГ*}.
Т е о р е м а  4 5 .4 . Сумма и пересечение подпространств линейного 

пространства V являются его  линейными подпространствами.
Т е о р е м а  4 5 . 5 . Сумма линейных подпространств есть линейная

оболочка совокупности базисов слагаемых подпространств.
С л е д с т в и е .  Размерность суммы линейных подпространств равно 

рангу совокупности базисов слагаемых подпространств: 
к

dim ^  L, =  tg (e) , . . . , t m,/ i ........ / „ . . . ,  д ......... д ) . ,
■>1

где e i , . . . , e m, / i , . . . , / , ........ д , . . . , д  -  базисы подпространств Ц , L i , . . . ,
Lk-

Т е о р е м а  4 5 .6 . Лля любых двух линейных подпространств Lt и 
Li линейного пространства V им еет м есто  соотношение 

d im (£i +  L i)  =  dim L\ +  dim Li -  dim L\ n  L i .

П р и м е р  45.3. Найти размерность и какой-либо базис суммы подпро­
странств Li и L i, наткнутых на системы векторов

0| = (1 ,1 ,1 ,1), 
а2 = (1 ,1 ,-1 ,-1 ) ,  
«з = (1 ,-1 ,1 ,-1 )

6, = (1 ,-1 ,-1 ,1 ) ,  
и 63 = 3 , - 3 , - 1 , 1 ) ,  

h  = ( 3 , - 1 , 1 ,1 )

соответственно.
Р е ш е н и е . В силу теоремы 45.5

L \ + Li =  £ (01, 02, 03, 61, 62, 63).

Найдем базис этой линейной оболочки методом, описанным в примере 
45.1:

г 1 1 1 1 п r l  1 1 И
1 1 - 1 - 1 a2 0 0 - 2 - 2
1 - 1  1 - 1 аз 0 - 2  0 - 2
1 - 1 - 1  1 0 - 2 - 2  0
3 - 3 - 1  1 Ьз 0 - 6  - 4  - 2

. 3 - 1  1 1 . Ьз .0 - 4  - 2  - 2 .

02 -  ai
аз ~ 01
ii - o i  
62 — 3oi

01
аз -  ai
61 -  03
02- 01+ 03-61
62 — 26i — аз 
Ьз — 61 -  ai -  аз

Следовательно, dim(£| +  £ 2 ) =  4 и базис суммы £] +  £ 2  образуют, на­
пример, векторы

(1 ,1 ,1 ,1 ) ,  (0, - 2 ,0 ,  - 2 ) ,  ( 0 ,0, - 2 ,2 ) ,  ( 0 ,0 ,0, - 4 )

Г 1 1 1 И 01 г 1 1 1 1  -]
0 - 2  0 - 2 оз -  ai 0 - 2  0 - 2
0  0 - 2 - 2 02  — 01 0 0 - 2 2
0 0 - 2 2 6 , - 0 3 0 0 0 - 4
0 0 - 4 4 62 — За I 0 0 0 0

. 0  0 - 2  2 . 63 — ai  — 2 аз . 0 0 0 0 .

или векторы o i, 0 2 , оз, 61 исходных систем. •
П р и м е р  45.4. Найти размерность и какой-либо базис пересечении 

подпространств L\ и £ 3  из предыдущего примера.
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Р е ш е н и е .  1-й с п о с о б .  Опишем каж дое ил п о д п р о стр ан ст в  
L i  однородной системой линейных ал гебраи ч ески х ур авн ен и и  (с м . прим, 
4 5 .2 ) :

1 Г ! Г 1 1 1 Х\

- 2 X )  — XI 0 - 2  0 Х з  —  X i
0 х д  — X) * 0  0 —2 X I  — Г |

- 2 г а  -  x i  _ 0  0  0 Г 4  Х з  — Х з  -I* X ,

3 x t " 1 3  3 * 1
2 * 5  +  Х| 0 2 4 ХЗ +  X ,
4 Хз  +  Х| 0  0  2 Х з  +  X ,

- 2 х 4 — Xt  ^ 0 0  0 Х4  +  * 3  — х з  — Г ,

L i  : — x i  — г а  +  * з  +  *«  = 0 .
Т аки м  образом,

L i  :  п  — * а  — * з  +  *4 — 0;
Вектор х  =  ( х 1 ,Х 2 , * э , * « )  принадлеж ит п ер есеч ен и ю  L\ П  L 3 тогда щ 

только т о гд а , когда его компоненты уд ов л етв ор я ю т об еи м  с и ст е м а м , опись,- 
вакэшим подпространства L\ и L i :

(45.5)

Т ем  сам ы м , базисом пересечения L i  П L i  я в л я ет ся  ф ун д ам ен тал ьн ая  си. 
с т с м а  решений однородной системы  ( 4 5 .5 ) .  П о ст р о и м  ее м ето д о м  Гаусса:

Г 1 - 1 - 1  1101 Г 1 —1 - 1  1 1 0 ]
1 - 1  - 1  1 1 1 0 J [ 0  - 2  0  2 1 0  J •

.  _  ,  /  х ,  — г 2 — Гэ +  Z\ — о ,
L , п  L i . ^ — хз  +  * э  +  *4 =  0 .

Следовательно, векторы е , =  (0 , 1, 0 , 1 ), ез =  ( 1 , 0 ,  1 , 0 )  о б р а з у ю т  базис пере­
сечения и d im (£ i Л L i )  =  2.

2 -й с п о с о б .  Вектор х  принадлеж ит п ер есеч ен и ю  L\ n L j  т о г д а  и толь­
ко т о гд а , когда он представим в виде линейной ком бинации как всктороь 
в ь .а з .о з ,  т а *  и векторов 6 1 , 62, 63. т .е . н ай д утся  п о ст о я н н ы е Q j, 0 } , j  =  T]j 
так и е, ч то

X =  а , 0 | -+- 0202  +  а з а з  =  0 ib i  +  0 3Ьг +  0 з Ь з .  (45.6)
Правое равенство в (4 5 .6 )  п р едставл яет собой о д н о р о д н у ю  си стем у ли­

нейных алгебраических уравнений о тн оси тел ьн о к оэф ф и ц и ен тов a Jt 0 } , j  = 
1 ,3 .  Найдем ее фундаментальную  си стем у реш ений:

'1  1 1 - 1  - 3  - 3 0 ' 1 1 1 - 1  - 3  - 3 0 '
1 1 - 1 1 3 1 0 0  0 —2 2  6 4 0
1 - 1  1 1 1 - 1 0 0 - 2 0 2 4 2 0
1 - 1  - 1  - 1  - 1  - 1 0 0  - 2  - 2  0  2 2 0

1 1 1 - 1  - 3  - 3 0 ' •
0  1 1 о - 1 - l 0

О 0 мм 1 1 ы 1 ю 0 —й

0  1 0 - 1  - 2  - 1 0

Ф ун дам ен тальн ая си стем а  такой однородной 
ж и т  д ва  реш ения:

1 - 1  - 3  - 3 0 '
1 0 - 1 - 1 0
1 - 1  - 3  - 2 0
0  - 2  ~Л  - 2 0
с и ст е м ы  уравнений содер-

а  1 О,  Оз 01 01 0л
1 0 ] - 1 0

1
1

0 0 1 - 2 0
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Из рапенстиа (4 5 .6 )  получим, что набору o>i =  1, а з  =  0, щ  =  1 (а  такж е 
набору =  —1, /?2 =  0 , — 1) со о тветству ет  вектор с\ — (2 , 0 , 2 , 0 ), а набо­
ру от] =  « з  =  0 , orj =  1 (0\ =  —2 , /?з =  1, рз — 0) - вектор e j  =  ( I ,  - 1, 1, - 1). 
Э з и векторы  линейно независимы  и, как следует из опрсделенк* фундамен­
тальной си стем ы  решений систем ы  (4 5 .6 ), через них линейно выражаю тск 
все векторы  х , представи м ы е в виде (4 5 .6 ). Следовательно, e j ,  ез -  базис 
L\ П L i  и dim (L| П L i )  =  2 .

З ам ети м , что для построения С| и ез достаточно определить только на­
бор значений Р и Р з .Р з  (или только o r j,02 , 03 ). ■

С у м м а п одп ростран ств линейного пространства назы вается прямой сум­
мой,  если разложение каж дого вектора в ней по слагаемы м подпростран­
ств а м  единственно. О б о з н а ч е н и е :  £| ®  , . .  ®  /Л .

Т е о р е м а  4 5 .7  (к р и т е р и и  п р я м о й  с у м м ы ).  Для подпрост­
р а н ст в  L \ , . . . , L k  к онечном ерного  линейного пространства V следующие 
у т в е р ж д е н и я  равн оси льн ы :

1) сумма п одп р ост р ан ст в  L \ , . . . , L k  - прямая;
2 ) со в о к у п н о ст ь  б а зи со в  п о д п р о стр а н ств  L \ , . . . , L k  линейно независи­

ма;
3) совок уп н ость  б а зи со в  подпрост ранст в L \ , . . . , L k  образует базис  

суммы

4) dim Е * » ,  =  E ^ i  dim L<
5) су щ е ст в у ет  в е к т о р  a €  L,,  для кот орого  р азлож ен и е  по под­

п р ост р ан ст в а м  L \ , . . . , L k  единст венно;
6) п р о и зв о л ьн а я  си ст ем а ненулевых вект оров  a j , . . . , а * ,  взятых по од ­

ному из к а ж д о г о  п одп р ост р ан ст ва  L , ,  « =  1, fc, линейно независима;
7) I ,  П L i  =  { 0 }  (дл я  к =  2).

Т е о р е м а  4 5 .8 .  Линейное прост ранст во V является прямой сум­
мой свои х  п о дп р ост р ан ст в  L\ и Li  т огда  и т олько  тогда, когда :

1) dim V' =  dim L\ - f  dim L i ;
2) Li П Li =  {0} .
Если п р остр ан ство  V  является прямой суммой L\ и L i ,  то  в разложении 

произвольного вектора г  G V  по этим подпространствам: г  =  х\ +  хз, xi  €  
£ j ,  хз €  L i ,  нектор x i н азы вается проекцией х на L\ параллельно L i ,  а 
вектор х з , соо тветствен н о , -  проекцией х на Li  параллельно L\.

П р и м е р  45 .5 . Л ан ы  многочлены

f\(t )  =  I3 +  21 +  4, 9 l (t) =  t3 +  I3 +  2t,
/а(|) =  31а +  Is -  1, и gi(t)  =  2i3 +  t3 +  t +  3,
/ з (0  =  M3 +  t3 + At +  7 у з (0  =  t3 +  213 +  5 1 - 3 .

П оказать, что подпространства L\ =  £ (/ i ,/ a ,/ j)  и Li  =  C ( g i ,g i ,g i )  в пря­
мой сум м е образую т все пространство Мз, и найти проекцию многочлена 
p(t)  =  613 +  2t3 +  6t +  7 на L 1 параллельно Li .

Р е ш е н и е .  В силу изоморфизма линейных пространств Л/з и Ж4 ре­
шим ту  же задачу для линейных подпространств L\ и L i ,  натянутых на 
ариф метические векторы

a , = ( 1, 0 , 2, 4 ) ,  6, = ( 1, 1, 2, 01,
аз =  ( 3 , 1 , 0 , - 1 ) ,  и 62 = ( 2 , 1 ,  1 ,3 ), 
аз =  (5 , 1 , 4 , 7 )  Ь3 = ( 1 , 2 ,  5 , - 3 )
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Г О О Т В Г Г С Т »С И  ICO,• * »гк го р л х  =  ( 6 , 2 . 6 . 7 ) .
В  си л у т е о р е м ы  4 5 .7  д о с з а з о ч и о  п о к а з а т ь , ч т о

Him Li 4- d im  L i =  d im ( L\ +  L j ) =  4 .
И м г г м

Г 1 0 2 4 1 Г 1 0  2 4 I
L\ :  iГ 3 1 0 - 1 I —  I 0 1 — 6 —  13 Him L ,  =  2 .

’ 1L 5 1 4 7 J l о 1 — 6 — 13 J

г• 1 1 2 0 1 Г 1 1 2 О 1
I J 2 1 1 3 —  0 - 1  - 3 3 => Him L'j =  2

1 1 2 5 - 3 J L о 1 3 — 3 J
Д л я  н ахо ж д ен и я  d i m ( / . i  +  L i )  в о сп о л ь з у е м ся  а л г о р и т м о м , оп и сан н ы м  „ 

п р и м е р е  4 5 .3 :

1 0  2  4 ’ - 1 0  2  4 ■ - 1 0  2  4
0  1 — 6 — 13 0  1 —6  — 13 0  1 —6  — 13
1 1 2  0 -* 0  1 0 — 4 » 0  0  6  9
О — 1 — 3 3 0  0  —9  — 10 О 0  9  10

Т е м  с а м ы м , d i m  ( / .  I +  — 4 и £| ф  ^ ' 2  — ®  •
Н а й д е м  т е п е р ь  п р о ек ц и ю  в е к т о р а  *  =  ( 6 ,  2 ,  6 ,  7 )  н а  i i  п а р а л л е л ь н о  

Д л я  э т о г о  р азл о ж и м  в е к т о р  х  по б а з и с у  a j ,  а з ,  Ь\, b i  п р о с т р а н с т в а  IR :

г  ~  о  1 a  1 +  a j a j  +  f t i i  ■+■ P i  b i  ■ (45.7)

И з э т о г о  р азл о ж ен и я  с л е д у е т , ч т о  и ск о м ая  п р о ек ц и я  — э т о  в е к т о р  a i o i  + a 2aj 
Р е ш и м  с и с т е м у  ( 4 5 .7 )  м ет о л о м  Г а у с с а :

1 3 1 2; 6 1 г i 3 1 2 6 ' ■ i 3 1 2 6 '
О 1 1 1 2 0 J 1 1 2 0 1 1 1 2
2 О 2 1 6 — О —6 0 — 3 — 6 * 0 О 6 3 6
4 — J 0 3 2 J L ° - 1 3 — 4 — 5 - 1 7 о 0 9 8 9

р 3 1 2 6" 0 2 =  о.
0 1 1 1 2 0 1 =  1,
0 0 2 1 2 ос 2 =  1.

L ° 0 0 25 0 a  i =  2.

Т а к и м  о б р а з о м , п р о екц и ей  х  на L ,  п а р а л л е л ь н о  L i  я в л я е т с я  век тор  
2 а ,  -+ а а =  ( 5 ,  1 , 4 ,  7 ) ,

а  с л е д о в а т е л ь н о , п р о екц и ей  м н о го ч л ен а р (< ) н а  п о д п р о с т р а н с т в о  L ,  парал­
л е л ь н о  п о д п р о с т р а н с т в у  L i ,  за д а н н ы м  в у сл о в и и  з а д а ч и , я в л я е т с я  многочлен  
5 f 3 +  I3 +  41  +  7 .

З а м е ч а н и е .  М о ж н о  о т к а з а т ь с я  о т  в ы ч и сл е н и я  d i m ( / . i  +  L i ) ,  а  сразу 
и с к а т ь  р а зл о ж е н и е  в е к т о р а  х  но с о в о к у п н о с т и  б а з и с о в  а , , a i  и b , , b i  подпро­
с т р а н с т в  L i  и L i ,  р еш ая  с и с т е м у  ( 4 5 .7 ) .  Э т а  с и с т е м а  и м е е т  р еш ен и е при 
л ю б о й  п р а в о й  ч а с т и  (с л е д о в а т е л ь н о , R *  =  L ,  +  L 3 ) ,  о н а  и м е е т  еди н ствен ­
н о е  р е ш е н и е  (к а к  к р ам ер о в ск ая  с и с т е м а ) ,  н с л е д о в а т е л ь н о ,  к а ж д ы й  вектор 
1  ^  ^  и м е е т  е д и н ст в е н н о е  р азл о ж ен и е  п о п о д п р о с т р а н с т н а м  L ,  и L i ,  т.е. 
R 4 = i i ©  L i .  .
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П усть £  -  линейное полпространство пространства V. Полпространство 
£* назы ваете* дополнительным подпространством  к £ , если £  ф £* =  V.

Т е о р е м а  4 5 .0 .  Дл> лю бого подпространства £  линейного 
прост ранст ва V существует дополнительное подпространство.

П р и м е р  45.6. Найти какие-либо лва различных дополнительных пол- 
пр остранства к подпространству L , =  £ (/ i ,/ j ,/ j ) из предыдущего пример*.

Р е ш е н и е .  Воспольэуемс* изоморфизмом линейных пространств A/j 
и К 4 и тем , что, как было показано в предыдущем примере, I ,  являете* 
линейной оболочкой своего базиса из векторов

в! = ( 1 , 0 ,2 , 4 ) ,  а ,  - З а ,  =  ( 0 ,1 , - 6 , - 1 3 ) .

Дополним эти два вектора до базиса всего пространства К 4, для чего до­
пишем к матрице, составленной из компонент векторов ai и аэ — За>, строки 
так, чтобы в результате получилась невырожденная матрица. Э то можно 
сделать, например, построив следующую верхнюю треугольную матрицу:

1 0  2 4
0 1 - 6  - 1 3
0 0 1 0  
0 0 0 1

(45.8)

О тсю да следует, что векторы Ь] = (0, 0, 1, 0) и =  (0, 0, 0, 1) обладают 
требуемым свойством, и подпространство £(Д|,Ьз) -  дополнительное к L,.

Д ля построения другого дополнительного подпространства перейдем от 
матрицы (45 .8 ) к новой невырожденной матрице, прибавив к ее третьей 
строке первую:

Г 1 0 2 4 '
0 1 - 6  -13
1 0  3 4
0 0 0 1

Строки матрицы останутся линейно независимыми и, следовательно, бу­
ду т базисом пространства R 4. Таким образом, линейная оболочка £(6з,6«), 
натянутая на векторы 6з =  ( 1 ,0 ,3 ,4 ) ,  Ь, =  (0 ,0 ,0 , 1), образует, очевидно, 
другое дополнительное подпространство к L ,. *

З А Д А Ч И

4 5 .1 .  Д оказать , что в изоморфных пространствах образ и 
прообраз линейного подпространства являются линейными под­
пространствами, изоморфными исходному.

Д оказать, что следующие множества арифметических векто­
ров из Р п образую т линейные подпространства, и найти их базис 
и размерность.

4 5 .2 .  Все векторы , у которых первая и последняя компонен­
ты  равны между собой.

4 5 .3 .  Все векторы, у которых компоненты с четными номе­
рами равны нулю.
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4 Б .4 . Все векторы, у которых компоненты с четными номе­
рами равны между собой.

4 5 .5 .  Все векторы вида (а ,/ 3 ,а ,/ ? ,...) ,  где а ,  0  произвольны,

4 5 .6 .  Доказать, что все симметрические матрицы  образуют 
линейное подпространство пространства матриц Г пхп- Найти 
размерность и какой-либо базис этого подпространства.

4 5 .7 .  Доказать, что все кососимметрические матрицы обра- 
эуют линейное подпространство п ространства матриц Г пХп, 
Найти размерность и какой-либо базис этого подпространства.

4 5 .8 .  Доказать, что все матрицы, перестановочные с данной 
матрицей А £ Г пхп, образуют линейное подпространство про­
странства матриц Р пхп. Найти размерность и какой-либо базис

_ _  . Г 1 Г
этого подпространства в случае, когда г  =  С и Л -  j .

4 5 .9 .  Доказать, что если линейное подпространство L про- 
странства многочленов А/„ для любого к =  0 ,р  содерж ит хотя 
бы один многочлен степени к и не содержит многочленов степени 
к > ру то оно совпадает с подпространством Мр всех многочле­
нов степени не выше р.

Доказать, что следующие множества многочленов из Мп об­
разуют вещественные линейные подпространства, и найти их 
базис и размерность.

4 5 .1 0 . Все четные многочлены.
4 5 .1 1 . Все нечетные многочлены.
4 5 .1 2 . Все многочлены, имеющие корень а £  К.
4 5 .1 3 . Все многочлены, имеющие корень а £  С \ Е .
4 5 .1 4 . Все многочлены, имеющие своими корнями не равные 

между собой числа <4,Д а,.. . ,а *  £ R.

4 5 .1 5 . Многочлен / (x i,X 2 , . . . , x n) от п неизвестны х с коэф­
фициентами из произвольного поля Р  назы вается  однородным 
многочленом , если можно указать такое натуральное число т ,  
что

/ (* * i ,« * 2 , . . . , ^ n )  =  tm/ (x il x a i . . . 1x n) Щ £ Р. 
Показать, что все однородные многочлены степени к о т  п неиз­
вестных х ь х 2 , . . . , х „  с коэффициентами из произвольного поля 
вместе с нулевым многочленом при обычных операциях над мно­
гочленами образуют линейное пространство, и найти его размер-
и п г т т  г г
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45.16 . Найти размерность и какой-либо базис комплексного 
арифметического подпространства, заданного системой линей­
ных алгебраических уравнений:

Л  (I 4 i > i + ( l  + 3i)za=0, . Л  ( l - i ) i i +  (2 + »)*2=0,
' 1 (1 -  2*‘)х, + (1  + 2|>а=0; °} \ (6 -  4«)х, + (9 + 7«)х2=0;

( (1 - i ) x , 4 ( - 3  4  2 i > i 4 ( 2 - i ) x 3 = 0,
в) < ( - 4  + 6i)i| + (-1 — 3i)x2 — 3ix3 = 0,

l ( - 9  4  ijz j 4  ( 5 - i ) x 24  4x3 = 0;

f xi 4  (1 -  i)x2 4  (2 4  0 I 3 = 0,
r) < (1 -  3 t> i -  (2 4  4i)x3 4  (5 -  5i)x3 = 0,

( 2ii| 4  (2 4  2 i) i j 4  ( -2  4  4i)x3 = 0;

X i-  2x2 4 ( l  4  2i)x3 -  ( l - i ) x 4 = 0,
- x i  4  3x2 -  (1 4  3t)x3 4  (2 -  i)x4 = 0,

д) i l l  4 ( 1  4  i ) z 2 + x34  2ix4 = 0,
2ix i 4  2ix3 -  (2 -  2i)x4 = 0,

(2 -  i)x2 -  (1 4  2i')x34 ( 2 - i ) x 4 = 0.

Найти размерность и какой-либо базис линейных оболочек, 
натянутых на следующие системы векторов соответствующих 
линейных пространств.

45 .17 . а , =  (1 ,0 ,0 ,-1 ) ,  а2 = (2,1,1,0), а3 = (1,1,1,1), 
ал -  (1 )2 ,3 ,4 ), а5 = (0,1,2,3).

45 .18 . а3 = (1 ,1 ,1 ,1 ,0 ), а2 = ( - 1 ,-1 ,1 ,1 ,1 ), а3= (2,2 ,0 ,0 ,-1), 
а4 = (1 ,1 ,5 ,5 ,2 ), а5 = (1 ,-1 ,-1 ,0 ,0 ) .

45 .19 . /»(!) =  1б 4 1\ h{t) = t6 4  3f4 -  t, h{t) = l6 -  2(4 4 l, 
h (t)  =  t* -  414 4  21.

45 .20 . cx -  ( - 3  4  2 c2 = (3 4  i , 7 — 6t).
45 .21 . c, = (1, - 2 ,t ) ,  c2 = (2 -  i , - 4  4  2 t,l 4  2i), 

c3 = (3i, - 6 i ,  -3 ).
45 .22 . cI = (0l 3 4 * , 4 - i , - 3 ) ,  c2 = (1,1,1,1 -  i), 

c3 =  (1 ,7  4  6i,9 -  2 i ,- 5  -  »)•
45 .23 . Cl =  (1 ,1 ,1 ,1 ), c2 = ( 1 ,1 , 1 , ! - 0 ,  сз = (1)2,1,3), 

c4 = (0 ,0 ,0 ,1 ), c5 = (2,3,2,4 -  i)<

45 .24 . A\ -
6 9 8 
0  1 6

A2 -
2  1 1 

3 0 1
A 3 -

2 7 6' 
- 6  1 4 '

45 .25 . Линейное подпространство L натянуто на систему 
векторов X i , . . . , x * .  Доказать, что размерность L равна рангу 
системы X i , . . . , ! * ,  а базисом может служить любая база этой
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системы.
45 .26 . Пусть Г -  n-мерное линейное п р остр ан ств над ц0. 

лем Р, состоящим из q элементов. Найти количество А-мсрны* 
подпространств пространства V.

Найти системы линейных алгебраических уравнений, онисы. 
вагоших линейные оболочки, натянутые на следующие системы 
вехторов.

4 5 . 2 7 .  Л) =  ( 1 , - 1 , 1 , 0 ) ,  а а =  ( 1 , 1 , 0 , 1 ) ,  в з  =  ( 2 , 0 ,  1 , 1 ) .

45 .28 . e, =  ( l , - l , l , - l , l ) , o j  =  ( l ,  1 ,0 ,0 ,3 ), Аз =  ( 0 , 1 ,1 .-1 .7 ),
он = (0 ,2 ,-1 ,1 ,2 ) .

45 .29 . с, = (1 + i,3), с, = (3 -  1,3 -  6t).
45 .30 . с, = ( 1 ,1 ,1 , ! - * ) *
45 .31 . с, = (0,3 + i,4  -  J, - 3 ) ,  с, = (1 ,7  + 2t, 9 -  2t, - 5  -  i), 

г3 = (1,4 + i , 5 -  I, —2 — i), Сц = ( l ,  1,1,1 “•*')•
45.32 . Пусть L -  m-мерное линейное подпространство n- 

мерного пространства V. Доказать, что можно найти такой 
базис в| ,..., еп пространства V, в котором первые тп векторов

принадлежат подпространству L.
45.33 . Доказать, что каково бы ни было m-мерное подпро- 

странство L n-мерного пространства V , где тп < п, найдется 
базис Г , в котором: а) не содержится ни одного вектора из L\
б) содержится ровно к векторов из L, к < тп.

45.34 . Можно ли составить базис пространства Мъ из мно­
гочленов пятой степени? Можно ли, наоборот, найти базис этого 
пространства, в котором бы не содержалось ни одного многочле­
на пятой степени?

45.35 . Доказать, что линейная оболочка системы векторов
х\\ •••>** является пересечением всех подпространств, содержа­
щих векторы и в этом смысле является наименьший
подпространством, содержащим эти векторы.

45 .36 . Пусть V - л-мерное линейное пространство. Если е -  
какоя-либо базис пространства I , то для каждого вектора а 6 V 
обозначим через at строку из его координат в базисе е. Доказать, 
что две линейно независимые системы а , , а2, . . . ,  а* и Ьг, 62, - ■ •, 6* 
{к < п) пространства V эквивалентны тогда и только тогда, 
когда в любом базисе е соответствующие миноры А:-го порядка

И ВГ, о̂стан'1енные из строк ( п , ) е, ( а а) „ , . . . ,  (а * ), и 
l°Ue> { ° 2)€, ■ ■., (5 * ),, пропорциональны.
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4 6 . 3 7 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  для лю бого р Е Г 1
d i m ( / M +  . . . -f L p) <  dim L , +  . . .  +  dim L v.

4 5 . 3 8 .  П у с т ь  L i - линейная оболочка векторов
L 2 -  линейная об ол оч к а  век то р ов  b l , . . . , b i .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  б а з и ­
сом су м м ы  L 1 +  L i  м ож ет  с л у ж и т ь  любая б а з а  си ст е м ы  а х, . . . ,  a t , 

6|. П ч а с т н о с т и ,  б а з и с  L x +  L 2 можно п о л у ч и ть  дополне­
нием как б а з и с а  1,х, т а к  и б а з и с а  L 3 .

Н а й т и  р а з м е р н о с т ь  и какой-либо баз и с  су м м ы  п о д п р о с т ­
р а н с т в  L\ =  £ ( а х, . . . , а * )  и L i  =  £ ( Ь Х, . . . , Ь | )  для каж дой из 
с л е д у ю щ и х  с и с т е м  в е к т о р о в  с о о т в е т с т в у ю щ и х  л инейн ы х про­
с т р а н с т в .

4 5 . 3 9 .  а х = ( 0 , 1 , 1 , 1 ) ,  а 2 =  ( 1 , 1 , 1 , 2 ) ,  о э =  ( - 2 , 0 , 1 , 1 ) ;
6 , =  ( — 1 , 3 , 2 ,  —1 ) ,  Ь2 =  ( 1 , 1 , 0 , - 1 ) .

4 5 . 4 0 .  а ,  =  ( 2 , - 5 ,  3 , 4 ) ,  а 2 =  ( 1 , 2 , 0 , - 7 ) ,  а 3 =  ( 3 , - 6 , 2 , 5 ) ;
6 , =  ( 2 ,  0 , - 4 , 6 ) ,  Ь2 =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  Ьз =  ( 3 , 3 , 1 , 5 ) .

' 1 2 " ' 1  1 1 Г 1 о 1 , Г 1 3
4 5 . 4 1 . «1 — 0 1 , а 2 = 1 о ] ; Ьх = [ ю ] ’ Ьг -  U 1

' 1 1 1 - 1 1 Г 1 3 1
4 5 . 4 2 . = 1 1 , а 2 = 1 - 1 , аз

=  l l з ] ;
1 2 1 2 1 ГЗ 1 1

*>i
“ L0 2

L
1 ь 2 — |. 1  2  J  ’ Ьз = [ з  1 ]■

4 5 . 4 3 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  с у м м а  L x +  Ь 2 д в у х  л и н е й н ы х  п о д ­
п р о с т р а н с т в  р а в н а  п е р е с е ч е н и ю  в с е х  л и н е й н ы х  п о д п р о с т р а н с т в ,  
с о д е р ж а щ и х  к а к  L x, т а к  и L 2.

4 5 . 4 4 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  р €  N

d im (/ ,x +  . . .  +  L p ) >  m a x (d im  L x, . . .  ,d im  L p) ,  

п р и ч е м  з н а к  р а в е н с т в а  в  э т о м  н е р а в е н с т в е  д о с т и г а е т с я  т о г д а  и 
т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  о д н о  и з п о д п р о с т р а н с т в  L ,  с о д е р ж и т  в с е  
о с т а л ь н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а .

4 5 . 4 5 .  П у с т ь  V  — л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  н а д  б е с к о н е ч н ы м  
п о л е м . Д о к а з а т ь ,  ч т о  о б ъ е д и н е н и е  к о н е ч н о го  м н о ж е с т в а  п о д п р о ­
с т р а н с т в  в  I '  я в л я е т с я  п о д п р о с т р а н с т в о м  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  
к о г д а  о д н о  и з  п о д п р о с т р а н с т в  с о д е р ж и т  в с е  о с т а л ь н ы е .

4 5 . 4 6 .  П у с т ь  V' -  л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  н а д  б е с к о н е ч н ы м  
п о л е м  Р  и V 'i , . . . ,  V* -  е г о  п о д п р о с т р а н с т в а ,  п р и ч е м  V XU . . .U V 't  =  
V .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  V  =  V} д л я  н е к о т о р о г о  j  =  l , . . . , f c .

4 5 . 4 7 .  П у с т ь  V  л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  н а д  п о л е м  Р ,  1\ и

2 7-470
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Г ,  -  его  п одп р остр ан ства, причем V, U V j =  Г .  Д о к а за т ь , что 
л и б о  Г  =  Ц ,  либо Г  =  V3.

4 5 . 4 8 .  П ривести пример так ого  п р о ст р а н ст в а  V над конеч­
н ы м  п олем , ч то  Г  =  V', U Г ,  U Г3 , где все Г , ,  Ц ,  Г 3 явл я ю тся  под. 
п р о ст р а н ст в а м и , отли чн ы м и  о т  V' и о т  н улевого  подпростран­
с т в а .

Н ай ти  р азм ер н ость и какой-либо б ази с пересечения дву х под. 
п р о ст р а н с т в  L\ =  £ ( п , , . . . , а * )  и i j  =  C ( b y , . . .  ,b , )  для каждой 
из сл ед у ю щ и х си стем  вектор ов.

4 5 . 4 9 .  а ,  =  ( 2 , 1 , 0 ) ,  а 3 =  ( 1 , 2 , 3 ) ,  а 3 =  ( — 5 , —2 , 1 ) ;
Ьу =  ( 1 , 1 ,2 ) ,  Ь3 =  ( - 1 , 3 , 0 ) ,  Ь3 =  ( 2 , 0 , 3 ) .

4 5 . 5 0 .  а ,  =  ( 1 , 2 , 1 , 1 ) ,  а 2 =  ( 2 , 3 , 1 , 0 ) ,  а 3 =  ( 3 , 1 , 1 , - 2 ) ;  
by =  ( 0 , 4 , 1 , 3 ) ,  Ь3 =  ( 1 , 0 , - 2 , - 6 ) ,  Ь3 =  ( 1 , 0 , 3 , 5 ) .

4 5 . 5 1 .  о , =  ( 1 , 1 , 0 , 0 ) ,  в ,  =  ( 0 , 1 , 1 , 0 ) ,  а 3 =  ( 0 , 0 , 1 , 1 ) ;  
by =  ( 1 , 0 , 1 , 0 ) ,  Ь3 =  ( 0 , 2 , 1 , 1 ) ,  Ь3 =  ( 1 , 2 , 1 , 2 ) .

Н ай ти  р азм ер н ости  и к ак и е-ли бо  б а зи сы  с у м м ы  и пересече­
ния п о д п р о ст р а н ст в  Ьу — £ ( a l l . . . , a t ) и L 3 — £ ( 6 Ь  . . . ,  6 ,), на­
т я н у т ы х  на след ую щ и е си ст ем ы  к о м п л е к сн ы х  ариф метических 
в е к т о р о в ; р а с с м о т р е т ь  д в а  с л у ч а я : к о г д а  о сн о в н ы м  полем явля­
е т с я  п оле R  в е щ еств ен н ы х  чи сел  и к о г д а  -  п ол е С  комплексных 
ч и сел .

4 5 . 5 2 .  а ,  =  ( 1 , 2 , 3 ) ,  а 3 =  ( 1 , - 2 , » ) ,  а з  =  ( 2 , 0 , 3  +  * ) ;
6 , =  ( 1 ,0 ,3 » ) ,  =  ( 1 , 4 , 3  +  2 * ) ,  63 =  ( - 1 , 4 , 3 - 4 0 -

4 5 . 5 3 .  а ,  =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  а ,  =  ( 1 , 2 , 1 , 3  -  i ) ,  а 3 =  ( 2 , 3 , 2 , 4 - i ) ,
= ( 1 , 1 , 1 , 1 -  «); 6 » = ( 0 , 1 , 0 , 3  — 0 ,  6 2 =  ( 0 , 2 , 0 , 5 - 2»), 

Ь3 =  ( 0 , 2  +  » ,0 ,6  +  i ) ,  ЬА =  ( 1 , 4  +  t , 5  — i ,  - 2  -  i ) .

Н а й т и  р а зм е р н о с т ь  и к ак о й -л и б о  б а з и с  п ер е се ч е н и я  д ву х  под­
п р о с т р а н с т в  Ly и Z .J, если  п ер вое за д а н о  од н ор од н ой  системой 
у р а в н е н и й , а  в то р о е  -  к ак  ли н ей н ая о б о л о ч к а  с и с т е м ы  векторов
a i , a 2 , f l 3 .

4 5 . 5 4 .
f  9 i i  -  6 х 2 +  З х 3 
\ 6 i i  -  Ах3 +  2 х 3

0 ,
0 ;

ау =  ( 2 , 3 , - 1 ) ,  
а2 =  (1,2,2), 
аз =  ( 1 , 1 , - 3 ) .

а» =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  
а 2 =  ( 1 , 0 , 1 , - 1 ) ,  
а 3 =  ( 1 , 3 , 0 , - 4 ) .

4 5 . 5 5 .  {  - 5 x j  +  З х 2 +  х 3 +  х л =  0 ;
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4 5 .5 в
• {

х , +  х 3 -  2х4 = 0 ,
2 х , + 2 х 3 - 5 х 4 + х 3 =  0;

а , =  ( - 1 ,6 , 4 ,7 ,  - 2 ) ,  
аз =  ( - 2 , 3 , 0 , 5 , - 2 ) ,  
а3 =  ( - 3 ,6 , 5 , 6 , - 5 ) .

4 5 .5 7 .  Найти размерности и какие-либо базисы суммы и 
пересечения подпространств L\ и Z,2, если первое задано одно­
родной системой уравнений, а второе -  как линейная оболочка 
системы комплексных арифметических векторов ах,а} , а 3 (рас­
см отреть два случая, когда основным полем является поле Я 
вещ ественных чисел и когда -  поле С комплексных чисел):

ЗХ( +  (1 -  2i)xt +  ix 3 =  0, 
(3  + 6 i ) i i  +  5 х 2 -  (2 -  i)x 3 =  0;

а, =  ( 1 , —2,«),
а2 =  (2 ,1  + I, -» ) ,
a3 =  ( 0 ,5 - f  i , - 3 i ) .

Найти какие-либо базисы суммы и пересечения двух подпро­
стран ств Li  и Z,j, заданных однородными системами уравнений.

- x 3 +  x s = 0 ,  ( х , +  х 2 - х 3 -  х 4 = 0 ,
• i j  + х 3 -  х 4 =  0; \ 2х, +  2х3 -  х3 -  Зх4 -  xs =  0.

' 2 x t -  i j  -  х 3 =  0, | 3 i i  -  i j  -  Зх3 =  0,

4 5 .5 8

4 5 .5 9

4 5 .6 0

f t :
‘ {  x i - x 3 - x 4 =  0; \ Xi — x 3 — x4 =  0.

f 2x i + x 2 - 2 x 3 — x.| =  0, f x 2 — x 4 =  0, 
\ x t +  2x2 -  x 3 - 2 x 4 =  0; | - 3 x 2 + 3x 4 =  0.

4 5 .6 1 .  Найти размерности и базисы суммы и пересечения 
подпространств пространства R3* 3, натянутых на системы ма­
триц

'1 2 2* ’ 2 1 - Г ' 1 - 3  - 1 '
A ,  = 2 1 - 2  

2 - 2  1
» ^2 — 3 1 - 2

.1 o i .

IIn - 2  7 2 
3 2 - 4

>»4 =

2 3 Г '0 0 1 ‘
3 6 2 \Bl = 0 2 6
1 2 1 1 6 4

Г1 2 3
2 3 4
3 4 5

'0 5 4]  Г 0 5 3
В 3 =  4 - 4  2 , Я4 =  4 - 6 - 4

.0 2 9J  ( - 1 - 4  5.
4 5 .6 2 .  Найти размерности и базисы суммы и пересечения 

подпространств пространства Л/3, натянутых на системы мно­
гочленов 1 + 2 t + t3, 1 + t + t3, t -  t1 + t3 и 1 +  t1, 1 + 2t +  t3, 
3t -  t1 + t3 соответственно.

2•
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45.63. Доказать, что если размерность суммы двух подпро­
странств на единицу больше размерности их пересечения, то 
сумма совпадает с одним из этих подпространств, а перессче- 
ние -  с другим.

45.64. Доказать, что если размерность суммы двух подпро­
странств больше размерности всего пространства, то пересече­
ние этих подпространств содержит ненулевой вектор.

45.65. Матрицы .4! и .42 имеют одинаковые размеры. Про­
странства Vj, Г? порождены их строками, а пространства Wu 
И з -  их столбцами. Доказать, что следующие условия эквива­
лентны:

а )  rg(/l, + /l2) = rg/l1 + rg Л2;
б )  V , П И , =  { 0 } ;

в) И', П И'а = {0}.
45.66. Доказать, что
а) (L П L x) + (Л П L2) С L П {L x + Ь2)\
б) L + (/,. П L3) С {L + Lx) П (/, + Ь2).

Привести примеры подпростра1[ств L , Lx, L2, для которых в 
этих соотношениях включения являются строгими.

45.67. Доказать, что
а) если L x С Lt то (L  П L x) + (L  П L2) = L П {L x + L2)\
б) если L С Lu то L + (L x n L2) = (L +  L x) П (L + L2).
45.68. Для вектора х = (1,0,1) найти два различных раз­

ложения по подпространствам Ьх и Z2, рассмотренным в задаче
4 5 .4 9 .

45.69. Пусть V’ -  линейное пространство над бесконечным 
полем. Доказать, что если его вектор х имеет два различных 
разложения по подпространствам Lx, . . . , L t ,  то он имеет беско­
нечно много таких разложений.

45.70. Доказать, что пространство К" арифметических век­
торов х = (z j, . . . ,х „ )  есть прямая сумма подпространства LXi 
описываемого уравнением х, + . . .  + х п = 0 , и подпространства 
Ь2л описываемого системой уравнений X] = х2 = . . .  = х„. Най­
ти проекции единичных векторов et, . . .  ,е„ естественного базиса 
пространства К" на Lx параллельно L2 и на L2 параллельно Lx.

45.71. Доказать, что пространство Rnxn есть прямая сумма 
подпространств L x -  симметрических и i 2 -  кососимметриче-
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ских матриц. Найти проекции A t и А 3 матрицы

А =

1 1 
О 1

О О

на £,) параллельно L 3 и на L3 параллельно L\.
4 5 .7 2 .  П оказать , что линейные подпространства /м и L 3, 

н атян уты е на систем ы  векторов а ( =  ( 2 ,3 ,1 1 ,5 ) ,  а ,  =  ( 1 , 1 ,5 ,2 ) ,  
° з  =  ( 0 , 1 ,1 , 1 )  и 6, = ( 2 , 1 , 3 , 2 ) ,  62 =  ( 1 ,1 ,3 ,4 ) ,  Ь3 =  ( 5 , 2 ,6 , 2 )  со­
ответствен н о , д аю т в прямой сумме все пространство R4 и найти 
разложение вектор а х =  ( 2 , 0 ,0 , 3 )  по этим подпространствам .

4 5 .7 3 .  Д о к а за т ь , ч то  простран ство М„ является прямой сум ­
мой п одп р остр ан ства всех четны х и подпространства всех нечет­
ных многочленов степени не выш е п.

4 5 .7 4 .  Д о к а за т ь , ч то  простран ство Л/з является прямой сум­
мой следую щ их подпростран ств L\ и L 3, и найти проекцию мно­
гочлена p(t)  =  t3 +  1 на Li  параллельно L 3:

а) £. = {/(<) 6 ^ 3  I/O) = /'(!) = 0},
1 2 =  { / ( < ) £  Л/з 1/ (0 ) = / ' ( 0 )  =  0 ) ;

б ) £ .  =  { / ( 0 е М з | / ( 0 )  =  / ( 1 ) } ,
i 2  =  { / ( 0 е  Л/з |/(2<) =  2 / ( t ) V < e S } ;

В) £ i = {/ (0  € Л/з I / ( -1 )  =  /(0) =  /(1) =  0},
=  { / ( < ) €  М 3 | / '(1) =  0 } .

4 5 . 7 5 .  В п р о стр ан стве  С 2 п одпростран ство L\ н атя н уто  на 
векто р  (* , 2 ) ,  а  п одп р остр ан ство  L 3 -  на вектор  (1 +  » ,3 ) .  Н айти 
проекцию  век т о р а  а на 1Ч параллельно L 2, если:

а )  а =  ( - 1 , 2 » ) ;  б)  а =  (3  -  г, 3 — 6i);  в) а =  ( 1 0 +  1 5 » , - Ш ) .
4 5 . 7 6 .  Д о к а з а т ь , ч то  для то го , чтобы  сум м а более чем д ву х 

п о дп р о стр ан ств  Л ,+ / ,2 +  . . ,+  Lp бы ла прямой, необходимо, чтоб ы  
вы п ол н ял ось услови е П Lj  =  { 0 }  для всех i ф j .  Я в л я е т ся  ли 
эт о  услови е д о ст ато ч н ы м ?

4 5 . 7 7 .  Д ля п о д п р о стр ан ства  L ,  н атян утого  на век то р ы  a j  =  
( 1 , 3 , 0 , - 1 ) ,  а 2 =  ( 2 , 5 , 1 , 2 ) ,  а3 =  ( 1 , 2 , 1 , 3 ) ,  найти  д ва  р азл и ч н ы х 
дополн и тельн ы х п о дп р о стр ан ства .

4 5 . 7 8 .  В  п р о ст р а н ств е  Л/„ найти д ва  р азл ичн ы х дополни­
те л ь н ы х  п о д п р о стр ан ства  для п одп р о стр ан ства  L  многочленов, 
уд о вл етво р я ю щ и х услови ю  / (1 )  =  0.
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4 5 .7 9 . Н пространство R3 * 3 найти два различных дог,0
нитольных подпространства для подпространства L косое и м и* 
тричсских матриц. *

4 5 .8 0 . Пространство V разложено в прямую сумму подцр0 
странств L /,р. Доказать, что:

а )  если вектор о имеет разлож ение а =  а , +  . . .  +  а р, а, £ / 
то  разлож ение вектора А а по п од п р остр ан ствам  L \, . . . ,  hp цМе̂ 1 
вид

Да =  Aaj -f . . .  +  Аар;

б ) егли вектор  Ь имеет разлож ение 6 =  Ьх +  . . .  +  Л»р, 6, £ L}t То 
разлож ение вектора a +  Ь по п о д п р остр ан ствам  L \, . . . ,  /,р имеет 
вид

a +  b =  ( а ,  +  6 ,)  +  . . .  +  ( а р +  Ьр).

4 5 . 8 1 .  П у сть  Р  поле из к эл ем ен тов, U подпространство 
р азм ер н ости  тп в п р остр ан стве V р азм ер н ости  п над полем Р. 
Найт и число всех дополнительны х к U п о д п р о ст р а н ст в .

4 5 . 8 2 .  Д о к а за т ь , ч то  п о д п р о стр ан ства  L и . . . ,  L p имеют об­
щ ее дополнительное п од п р остр ан ство  в том  и т о л ь к о  том  случае, 
ко гд а  их разм ерн ости  равны .

4 5 . 8 3 .  И звестн о, ч то  функционал d (L )  на м н о ж естве  всех 
п о д п р о ст р ан ст в  линейного п р о стр а н ст в а  V о б л а д а е т  следующи­
ми св о й ст в а м и :

а )  если п од п р остр ан ства  L\ и L 3 и м ею т н у л ево е пересечение, 
т о

d (L i  +  L j )  =  d ( L i )  +  d^Lj),
б ) если  dim  L =  1, т о  d (L )  =  1.

Д о к а з а т ь , ч т о  d [L )  =  dim L для всех  п о д п р о ст р а н ст в

§46. Линейное аффинное многообразие

Привезенные в $18 определение и элементарные свойства линейного мно­
гообразия (применительно к вещественным линейным пространствам) со­
храняются и в линейном пространстве над произвольном полем. Воспроиз­
ведем известные факты и дополним их рядом новых.

Из определения линейного аффинного многообразия вытекают следую­
щие <£>аиты.

1*. Вектор сд о иг a m принадлежит линейному многообразию.
2е. Разность двух векторов линейного многообразия принадлежит на- 

правляющему подпространству.
Т е о р е м а  46.1. Два линейных аффинных многообразия //» = Zi+ 

L\ и На =г t j  + La совпадают тогда и только тогда, когда Li = Lj = L u
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г ,  -  t a  €  L.
С л е д с т в и е  1. Вектором сдвига может быть любой лектор линей­

ного многообразия.
С л е д с т в и е  2. Линейное многообразие м ож ет быть получено сдви­

гом единственного направляющего подпространства.
Размерностью  линейного аффинного многообразия называете* размер­

ность его направляющего подпространства. Линейное многообразие раз­
мерности 1 называется прямой в линейном пространстве, размерности 2 - 
плоскостью, размерности (п — I), где п =  dim V, -  гиперплоскостью

Очевидно, что прямая в линейном пространстве определяется уравнени­
ем

г =  го +  ta, I 6  Р,
где го вектор сдвига и о базис направляющего подпространства, а плос­
кость -  уравнением

г =  г 0 +  upj +  tpa, и, о €  Р,
где го - вектор сдвига и pt,P3 -  базис направляющего подпространства.

Т е о р е м а  4 6 .2 .  Множество всех решений неоднородной системы 
линейных уравнений с п неизвестными и с коэффициентами из произволь­
ного поля Р является линейным аффинным многообразием в арифмети­
ческом пространстве Р п, полученным сдвигом подпространства решений 
приведенной однородной системы на частное решение неоднородной систе­
мы.

Отметим, что вытекающее отсюда утверждение о размерности линей­
ного многообразия решений неоднородной системы остается в силе и для 
случая произвольного поля.

П р и м е р  46.1. Линейное многообразие Н арифметических векторов 
пространства описывается системой

{*1 +  хз +  Гз + r j  =  1,
r t +  гз +  +  is  =  1.

ХЭ+ХЗ + Zi = 1 ,
Г1 +  Гз +  rs =  о.Найти его размерность и показать, что общее количество векторов в Я ко­

нечно.
Р е ш е н и е .  Применим метод Гаусса:

'  1 1 1 0  1 1 ■
1 0  1 1 1 1
0  1 1 1 0 1
1 1 0  0  1 0

' 1 1 1 0 1 1 '
0 1 0  1 0 0
0 1 1 1 0 1
0 0 1 0  0 1

' 1 1 1 0 1 1 '
0  1 0  1 0 0
0  0 1 0  0 1
0  0  1 0  0 1

(  Xi  +  г з  +  г з  +  а  =  1.
<=> < Г 2 +  Х 4 =  0 ,

I  * 3 = 1 .

Вектор сдвига многообразия Я - это частное решение последнем систе­
мы: например, вектор а =  (0 ,0 , 1,0,0) ,  а направляющее подпространство L 

это множество решений однородной системы

Г X] +  г 2 +  хз +  is  = 0 ,
< г 2 +  т 4 =  0 ,
I  г ,  =  0.

(46.1)
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Ег  ф ундаментальную  систем у образую т векторы

t i  Xj XJ х« XJ
1 1 0 i 0
1 0 0 0 i

Т аки м  обратом, обшее решение си стем ы  ( 4 6 1 )  за д а етси  соотнои 1енигм 
х =  С |(1,1 ,0 . 1 ,0 )  +  е2 ( 1 , 0 , 0 ,0 ,  1), e i , c j  €  Z , .

О тсю д а  следует, что  dim L  =  2 и, так  как к аж ды й  коэф ф ициент с, в этоц 
соотнош ении принимает только два значении, т о  L  со д ер ж и т 4 вектора.

Т е м  сам ы м , dim // =  2  и обшее к оли чество  век то р о в  в многообразии 
Н =  а +  L конечно и равно 4. а

П р и м е р  46.2 . Д о казать , ч то  м н ож ество
Н = (/(О е М* 1/(1) = 1 ,/'(0) + 2/(0) = 2)

о б р азу ет  линейное многообразие в п р о стр ан стве  Af«. Н айти его  размер, 
и ость.

Р е ш е н и е .  Опишем м н ож ество И  систем ой линейн ы х соотношений, 
кото р ы м  удовлетворию т коэффициенты м н огочлена /(<) =  ао +  a i l  +  a j i 1  + 
a ,I 3 + o4«' 6  H:

/ ( 1) =  1 <=> ао + ai +  a2 +  аз +  a« =  1,
/'(0) + 2/(0) =  2 «=> 2a0 + a i = 2 .

Реш им  аналогичную  задачу для ар и ф м ети чески х в е к т о р о в  (a o , a j , o j .a j ,  
а « ) из п р остр ан ства Л 1, изоморфного п р о ст р а н ст в у  Л/«.

М н ож ество  решений неоднородной си ст ем ы

/ ao +  a i +  a j  +  аз +  a< =  1, 
\ 2ao +  a i  =  2 (46.2)

об р азу ет  линейное многообразие с  нап равляю щ им  п о д п р о ст р а н ст в о м , опи­
сы ва ем ы м  соответству ю щ ей  (4 6 .2 ) приведенной однородной с и ст ем о й , и век­
тором  сдви га , являю щ имся частны м  реш ением си с т е м ы  ( 4 6 .2 ) .  Т а к и м  обра­
зом , направляю щ ее подпространство -  эт о  м н о ж е ст в о  реш ений си стем ы

Г ao +  a i +  а 2 +  аз +  а« = 0 ,
\ 2ао +  a j  = 0 ,

р азм ер н ость которого равна 5 — 2 =  3, а в ек то р  с д в и г а  — э т о , например, 
векто р

а о — 1 , 0 ] =  a j  =  аз =  а< = 0 .

Э т о  о зн ач ает , ч то  исходное м н ож ество Н  о б р а зу е т  линейн ое аффинное мно­
гообразие с  вектором сдвига /<>(<) =  1  и dim  И  =  3 . •

П р и м е р  46 .3 . О писать линейное м н огообр азие Н  =  a - f  L  системой 
уравнений, если a =  ( 2 , 0 , 0 , 1 , 1 ), а н ап р авляю щ ее п о д п р о с т р а н ст в о  L натя­
н уто  на векторы  а , =  ( 1 , 1 , 0 , 2 , 1 ), а 2 =  ( 0 , 2 , 1 , 1 , 0 ) , а э =  ( 2 , 4 , 1 , 5 , 2 ).

Р е ш е н и е .  В ектор  х =  ( x i , г 2, i j ,  x t l  z&) п р и н а д л е ж и т  линейн ом у мно­
гообразною М — a +  L  тогда и только т о гд а , к о гд а  в е к т о р  х — а принадлеж ит 
линеинои оболочке L  =  £ ( а 1 , а 2 |а з ) . К ак  бы ло п о к азан о  в пр им ер е 4 5 .2 , это
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равносильно совм естн ости  следую щ ей систем ы  относительно иеитвесгпмл 
а> , а , .  o j :

П| + + Jo, = *1 — J,
П| +  2 а ,  +  4 а ,  =  XJ, 

а ,  +  о ,  =  х , ,
2 а ,  +  а ,  +  5 а ,  =  х» — 1, 

а ,  — 2 а ,  =  х ,  — 1.

(4 6 .3 )

С о вм естн о сть  этой си стем ы  исследуем методом Гаусса:

■ 1 0  2 
1 2 4

XI - 2 -
га

1 0  2 
0 2 2

И - 2  1
х ,  -  х ,  +  2

г 1 0 2 
0 1 1

X, -  2 -1 
* ,0  1 1 

2 1 5
хэ
г« -  1

0 1 1 
0 1 1

х ,
I ,  — 2 х , +  3

0 0 0 
0 0  0

- 2 х ,  +  хз — х , +  2 
—2х« +  X , +  З х , — 4

. 1 0  2 Xs -  1 . . 0  0 0 I ,  -  х , +  1 . . 0  0 0 х ,  -  Х| +  1

Т а к и м  обр азом , лла совм естн ости  си стем ы  (4 6 .3 ) , и слеповательпо, для 
то го , чтобы  вектор  х =  ( г , ,  х , ,  х , ,  х , ,  х , )  принадлежал линейному много­
образию  Я  необходимо и до статоч н о, чтобы  вы полнялись соотношении

Г г , -  г ,  +  2 г , =  2,
< З х , +  X] — 2 х ,  =  4,
I  г , -  х , =  1.

П р и м е р  4 6 .4 . О п и са ть  линейное многообразие Я  =  а +  L  системой 
уравнений, если а =  ( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ), а  направляю щ ее подпростран ство L  задано 
однородной систем ой

(  2 х ,  +  г  j  — х ,  — г ,  = 0 ,
< х ,  -  и  +  х ,  +  х ,  =  0 ,
I  —XI +  х з +  2 х ,  =  0 .

Р е ш е н и е .  Из теории си стем  линейных алгебраических уравнений сле­
д у е т , ч т о  данная однородная си ст ем а  является  приведенной для искомой 
с и ст ем ы

{2 х ,  +  х ,  -  х ,  — х ,  = 6 , ,
х ,  -  хз +  х ,  +  х 5 =  63 ,

- И  +  Хз + 2 х 5 = 6 , .

К о н ст а н т ы  6 1 , 6 3 , 6 3  в пр авы х ч а ст я х  надо подобрать т а к , чтобы  век­
то р  с д в и г а  а =  ( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 )  бы л одним из решений си стем ы . Тр ивиальной 
подстановкой получ и м : 6 , =  1 , 6 , =  0 , 6,  =  2 . •

Л инейны е аф финные м ногообразия Я ,  =  х ,  +  i ,  и Я ,  =  х ,  +  6 ,  в 
линейном п р о ст р а н ст в е  V  н а зы в а ю тся  п араллельны м и, если либо L\ С  L i,  
либо L i  С  L\.

Т е о р е м а  4 6 . 3 .  Е сли  д в а  линейных аффинных м н огооб р ази я  с  не­
п у с т ы м  пересеч ен и ем  п ар ал л ел ьн ы , т о одн о  из них со д ер ж и т  др у гое.

С л е д с т в и е  . Е сли  ли н ей ны е м н огооб р ази я  п араллельн ы , т о ли бо они  
не п ер е с е к а ю т с я , л и б о  о д н о  из  них с о д ер ж и т с я  в другом .

Т е о р е м а  4 6 . 4 .  Н еп уст ое п ер есеч ен и е  линейных а м и н н ы х  мно­
го о б р ази й  Я ,  =  XI +  L i  и Я з  =  Хз +  L i я вл я ет ся  линейным м н огооб р ази ем  
с н ап равл яю щ и м  п одп р ост р ан ст в ом  1 ,  Ш , .

Т е о р е м а  4 6 . 5 .  В с я к о е  k -м ер н ое  ли н ей ное аф финное м н огооб р а ­
зи е  в п -м ер н ом  п р ост р ан ст в е  м о ж н о  за д а т ь  в ви де  п ер есеч ен и я  п — к ги ­
п ер п л оск ост ей .
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Т е о р е м а  40.0. //гррсечемиг линейного аффинного мносообпп 
И = го 4- L с любым подпространством, dono.iHumr.iMiM.M к L, coerno^ 
рол но ил оЛ»оро лектора N

З А Д А Ч И

46.1. Что представляет собой линейное многообразие р  ̂
мерности О?

46.2. Что представляет собой линейное многообразие 
мерности п в п-мерном пространстве Г?

46.3. Доказать, что линейное многообразие Я = а + L явл*. 
ется подпространством тогда и только тогда, когда его вектор 
сдвига я принадлежит направляющему подпространству.

46.4. Доказать, что для того, чтобы линейное многообразие 
Я = а 4- L было подпространством, необходимо, чтобы сумма 
любых двух его векторов принадлежала направляющему под. 
пространству L.

46.5. Пусть V - линейное пространство над полем Р ха- 
рактеристики, большей двух. Доказать, что для того, чтобы 
линейное многообразие Н = я + L в V было подпространством, 
достаточно, чтобы сумма каких-либо двух его векторов принад. 
лежала направляющему подпространству L. Верен ли этот ре- 
эультат, если характеристика поля Р равна двум?

46.6. Пусть линейное многообразие Я = а + L не являет­
ся подпространством. Может ли объединение линейного мно­
гообразия Я и его направляющего подпространства L являться 
подпространством?

Найти вектор сдвига и направляющее подпространство для 
линейного многообразия, описанного системой.

46.7.

х ,+ 2х2-  х3 =0 , 
х>- х2+2х3-3х*=3, 

2х,+ Х а-Зхэ+Зх^-!, 
Х2-  х3+ х< = -1.

46.8.

X] — х3 —3x̂  — 1, 
2x j + x2 - 7 х4=4, 

Xj - х 2- З х 3 - 2 х 4 =  —1, 
х2 + 2х3-  х 4 = 2 .

Найти вектор сдвига и направляющее подпространство для 
линейного многообразия в пространстве комплексных арифме­
тических векторов, если это многообразие описано неоднородной 
системой; рассмотреть два случая: когда основное поле - ноле 
С комплексных чисел и когда поле Ж вещественных чисел.
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f ( i - ‘ ) * i +  (1 + 0 * j -  * з  =  >.
4 6 .9 .  < 2х , +  2 ix 3 - ( 1  + 0 * з = - 1  +  ».

( ( 3 - 0 * i  + 0  +  3 0 * 2 - ( 2  + 0 * з = - 1  + 2».

( х , -  ix ,  + х 3 +  =  2 -  i,
ix , +  ix j  -  *я = ~ 2  +  «,

Xi -  х 2 -  ix 3 -  х А =  - 2  +  ».Найти вектор сдвига и направляющее подпространство ли­
нейного многообразия, описанного следующими системами, в за­
висимости от значения А (считать, что основное поле -  С).

46 .1
Ах! +  txj -  2х3 =  -2 А , 
—Xj — ix i  — 2Ах3 =  2А.

( X) 2 х 3 -  х 3 +  х 4 =  А, 
х , +  х 2 +  2х3 = А  - i ,  

+  i j  -  8х3 -f Ах 4 =  3i -  2.

4 6 .1 3 .  Д оказать, что в изоморфных линейных простран­
ствах  образ (прообраз) линейного многообразия Н =  х а + L 
является линейным многообразием, вектором сдвига которого 
служ ит образ (прообраз) вектора х 0, а направляющим подпро­
странством -  образ (прообраз) подпространства L.

4 6 .1 4 .  Д оказать, что в пространстве многочленов Л/„ следу­
ющие множества многочленов /(<) являются линейными много­
образиями, и найти их размерности:

а ) / ( 0 )  =  с ! где l i . e e  К произвольны;
б) f ' ( t i )  =  с, где < i,c 6  К произвольны;
в) Oo/(<i) +  « i/ '(< i) =  с, где Q? +  q J /  0 и l l t c £  К произволь­

ны;
к

r ) ] C Qi/ (<i) =  С, где к < п и ajj +  . . .  +  a l  /  0, lu c £  Я 
i=o

произвольны;
к

д ) ] 0 а ‘/(*') =  с > где Qi +  • • • +  ° к  /  с , 6 Я  ( i  =  1 , к)
произвольны;

* уб,
е) Ц  Qi / Д О Л  =  с, где q J +  . . .  +  а 2к /  0 и с ,а (,4, £  Я 

■ = 1 J <4
(i  =  I ,к )  таковы , что a t <  6, < а2 < 62 < . . .  < ак <  6*.

4 6 .1 5 .  Д оказать, что в пространстве квадратных матриц
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Л "*" соотнетсгвуюшего порядка п следующий множества 
триц .V являются линейными многообразиями, и найти и* ft  
мерности: ^

а) tr.Y  =  с, где с 6  R;
б) .4Л' =  В, где матрицы Л, В С Rmx" таковы, что г® . 

ге (Л  | /?);
в) Л’ Л =  В, где матрицы А, В £  Rnxm таковы, что гр

rg[A*lBr):
г) АХ В =  С , где матрицы А е  Г " хп, В  е  Rnx‘ , С е ^  

таковы, что rg А =  rg[.4 | С] и rg В =  rgr пТ 1 ^’т , ‘

д) [Л‘,/4] =  В, где /1 =  ^2  2

е) [.V, Л] =  В , где Л =  J } J

, В  =  

, В  =

В т | С т ); 
2  1 

-2  -2 
1 О 
О - 1

4 6 .1 6 . Доказать, что в пространстве матриц Rnxn
а ) все стохастические матрицы;
б) все дважды стохастические матрицы

образуют линейное многообразие, и найти его размерность.

Построить системы линейных уравнений, описывающие^ 
нейные многообразия Н  =  а  + L  со следующими векторами сдв̂  
га а и направляющими подпространствами L, натянутыми^ 
указанные системы векторов.

4 6 .1 7 . е, =  ( 0 , 1 , 3 , - 4 ) ,  е,  =  ( 2 , - 1 , 0 , 2 ) ,  е3 =  ( 2 , 1 , 6 , - 6 ) ,  
а =  ( 1 , - 2 , - 1 , 0 )

4 6 .1 8 .  е, = ( 1 , - 1 , 2 , 1 ) ,  е2 =  ( 0 , - 1 , 1 , 1 +  i),  в3 =  ( - 3 , 1 , - Ц  
о =  ( 1 , 0 , 1 , 0 )

4 6 .1 9 .  еа = ( 1 , 1, 2, 2) ,  е3 =  ( 0 , 3 , 1 , - 1 ) ,  е3 =  ( 2 , 0 , 1 , 0 ) ,  
а =  ( 1 , 2 , 1 , - 1 )

4 6 .2 0 . е, =  ( 1 , 2 , 1 ) ,  е3 =  (t‘,0 ,  l , 2 i ) ,  е3 =  (2i ,  —1,1 + 2i,3i), 
а =  ( l , 3 i , 7 , - l )

Построить системы линейных уравнений, описывающие® 
нейные многообразия / /  =  а +  L  со следующими векторами®® 
га а и направляющими подпространствами L , заданными ом» 
родными системами.

( 2 x t — х 3 + 2 x4 = 0,
4 6 .2 1 .  а  =  ( 1 , 0 , - 2 , - 1 ) ,  L  : {  - х ,  +  Зх 2 -  х 3 -  х 4 = 0,

I Х| +  х 2 +  2 х 3 = О'
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( х, + ix,+  (1 -  i)x3 = 0 ,
46.22. а = ( 1, - 2 , - 2 ) ,  L : < 2ix, -  z3 + ixa = 0,

l 3ix, -  2z3 + (1 + 2i)x3 = 0.
46.23. Что можно сказать о матрице А £ Rm*n, если извест­

но, что для любого Ь £ Rmxl система Ах = Ь описывает линейное 
многообразие размерности 1? размерности 2?

46.24. Доказать, что в линейном многообразии размерно­
сти /с, не являющемся подпространством, можно найти линейно 
независимую систему, состоящую из к + 1 векторов.

46.25. Доказать, что в линейном многообразии размерности 
к всякая система, состоящая из fc + 2 векторов, линейно зависима.

46.26. Доказать, что для любых к + 1 линейно независи­
мых векторов существует, причем единственное, линейное мно­
гообразие размерности к , содержащее эти векторы.

46.27. Доказать, что линейное многообразие размерности к, 
содержащее линейно независимые векторы х0, xlt ..., хк, может 
быть описано как множество всех линейных комбинаций а0Хо + 
t*lXl+- • . + 0 *1 *, коэффициенты которых удовлетворяют условию 
Qo + Qi + -.. + а* = 1.

46.28. Описать все линейные многообразия л-мерного ли­
нейного пространства V-, содержащие линейно независимые век­
торы х0, Хь . . . ,  х*, где к < п — 1.

46.29. Пусть V -  n-мерное пространство над полем Р, со­
стоящим из q элементов. Найти число Ar-мерных линейных мно­
гообразий пространства V.

46.30. Пусть Н -  произвольное линейное многообразие в 
линейном пространстве V. Доказать, что бинарное отношение, 
определенное правилом:

х ~ у <==> х £ Я , у £ Я
является отношением эквивалентности на множестве всех век­
торов пространства V.

46.31. Суммой Я 1 + Н2 линейных многообразий Hi = at + 
L, и Я2 = а2 + 12 называется множество всех векторов вида 
г, + г2, где Z\ £ Ни zi 6  Н2. Доказать, что сумма линейных 
многообразий Hi и Н2 также является многообразием. Найти 
его направляющее подпространство.

46.32. Произведением АЯ линейного многообразия Н = a + L 
на число называется множество всех векторов вида Аг, где г £ 
Я. Доказать, что произведение многообразия Я на число А так­
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же является многообразием. Найти его направляющее подпр, 
оранство.

46.33. В линейном пространстве Г фиксировано поддр0 
странеi во /.. Будет множество М всех линейных многообразий 
пространства Г, полученных едпигом подпространства L, ди 
ненным пространством относительно операций сложения и умно 
ження на число, определенных в предыдущих двух задачах?

46.34. Показать, что если умножение многообразия II  ̂
a + L на число Д ввести по правилу XII = Да ■+ L, то множество 
М из предыдущей задачи будет линейным пространством. (Ц0. 
лученное пространство М называется фактор-пространствоц 
пространства Г по подпространству L.

46.35. Пусть в условиях предыдущей задачи L А;-мерное 
подпространство n-мерного пространства V. Какова в такой 
случае размерность фактор-пространства А/?

46.36. В пространстве R5 дана плоскость х = x0-Miai -И2а} 
где х0 = (2 ,3 ,-1 ,1 ,1),а, = (3 ,-1 ,1 ,-1 ,1 ,) ,  а2 = (-1 ,1 ,1 ,1 ,-1 ), 
Установить, принадлежат ли ей векторы и = (1 ,6 ,4 ,4 , -2) и 
v = ( 1, 6 , 5 , 1, - 2 ).

46.37. Доказать, что если прямая имеет два общих вектора 
с плоскостью, то она содержится в этой плоскости.

46.38. Определить взаимное расположение многообразия 
И = z0 + L, гле х0 = (1 ,0 ,0 ,1), a L натянуто на векторы ух г 
(5 ,2 ,-3 .1 ), уз = (1,1. -1 ,0), уз = ( -1 ,2 ,-5 ,3 ) ,  и прямой х 5 
т0 + tq, если:

а) 1 0 = (3 ,1,-4 ,1), q = (-1 ,1 ,2 ,1);
б) х0 = (3,0, -4 ,1), 9 = ( -1 ,1 ,2 ,1);
в) х0 = (—2 , 0 , —1, 2), g = (1, 1, - 2 , 1).
46.39. Найти условия, необходимые и достаточные для то­

го, чтобы две прямые х = х, + (qt и х = х2 -f tq2 линейного 
пространства V размерности п > 1 лежали в одной плоскости.

46.40. Найти условия, необходимые и достаточные для то­
го, чтобы две прямые х = + tqx и х = х2 + tq2 линейного
пространства V имели один общий вектор, но не совпадали.

Доказать, что прямые х = Xi + tqi и х = x2 + tq2 пересекаются, 
и найти их пересечение. Указать плоскость, в которой лежат эти 
прямые.

46.41. х, = (9,3,6,15,-3), 91 = (7 ,-4 ,1 1 ,1 3 ,-5 ), 
х2 = ( - 7 ,2 , - 6 ,-5 ,3 ), q2 = (2 ,9 ,-1 0 ,-6 ,4 ) .
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4 6 .4 2 .  х ,  = ( 2 , 1 , 1 , 3 , - 3 ) ,  9. = ( 2 , 3 , 1 , 1 , - 1 ) ,
*»  =  ( 1, 1, 2 , 1, 2 ) ,  <7,  =  ( 1, 2 , 1, 0 , 1).

4 6 .4 3 .  Х| =  ( 3 , 1 ,2 , 1 ,3 ) ,  =  ( 1 ,0 ,1 ,1 ,2 ) ,
= (2,2, —1, -1, -2), q3 = (2,1,0,1,1).

4 6 .4 4 .  В ы я сн и ть , при каком значении параметра Л прямые 
х =  x,  +  tq, и х =  Xj + tqj,  где х , =  ( 1 , 1 ,1 ,1 ) ,  <7, =  (2 , 3 ,0 ,0 ) ,  х 2 = 
( 1 , 1 ,1 ,  Л), ф2 =  (3 , 2 ,0 ,0 ) ,  принадлеж ат линейному многообразию 
наименьш ей разм ерности.

4 6 .4 5 .  Найти условия, необходимые и достаточны е для то­
го, чтобы  су щ ество вал а  единственная прямая, пересекающ ая две 
данны е прямы е х  =  х , +  tqlt х =  х 2 -И<72 и содержащ ая заданный 
вектор  с.

Найти прямую , содерж ащ ую  вектор с и пересекающ ую пря­
мы е х =  i i + t q i , x  =  Xj + tqj.  Найти пересечения искомой прямой 
с обеми заданны м и прямыми.

4 6 .4 6 .  с =  ( 8 ,9 ,  - 1 1 ,  - 1 5 ) ,  х ,  =  ( 1 ,0 ,  - 2 , 1 ) ,  91 =  ( 1 ,2 ,  - 1 ,  - 5 ) ,  
х г =  ( 0 , 1 , 1 , - 1 ) ,  92 =  ( 2 , 3 , - 2 , - 4 ) .

4 6 . 4 7 .  с =  ( 4 , 5 ,2 , 7 ) ,  * ,  =  ( 1 , 1 ,1 ,1 ) ,  = ( 1 , 2 , 1 , 0 ) ,
х г =  ( 2 , 2 ,3 , 1 ) ,  92 =  ( 1 ,0 ,1 ,3 ) .

4 6 .4 8 .  Д о к а за т ь , ч то  любые две прямые линейного про­
с т р а н ст в а  V  разм ерности п >  3 содерж атся в некотором тр ех­
мерном линейном многообразии пространства V.

4 6 . 4 9 .  Д о к а за т ь , что прямые х  =  х , +  lq t и х =  х 2 +  tq3, где 
х , =  ( 8 , 2 , 5 , 1 5 , - 3 ) ,  <7, =  ( 7 , - 4 , 1 1 , 1 3 , - 5 ) ,  х 2 =  ( - 7 , 2 , - 6 , - 5 , 3 ) ,  
q3 =  ( 2 ,9 ,  —10, —6 ,4 ) ,  не пересекаю тся. П остроить линейное мно­
гообразие разм ерности 3 , содержащ ее эти прямые.

4 6 .5 0 .  Д о к а за т ь , что лю бы е две плоскости линейного про­
ст р а н ст в а  V,  dim V  =  п >  3 , содерж атся в некотором линейном 
многообразии разм ерности не выш е 5.

О пределить взаимное расположение плоскостей x 0-H iP i +  <2P2 
и Уо +  ^i9i +  ijQi-

4 6 .5 1 .
х 0 =  ( 3 , 1 , 2 , 0 , 1 ) ,  Pi =  ( 2 , —6 , 3 , 1 , - 6 ) ,  pa =  ( 0 , 5 , - 2 , - 1 , 6 ) ,
Уо =  ( 1 ,0 ,  1 ,1 ,0 ) ,  9i =  ( - 1 , 1 . - 1 . 0 , 1), 9з =  ( - 1 , 3 , - 1 , - 1 , 2 ) .
4 6 .5 2 .
* 0 =  ( 7 , - 4 , 0 , 3 , 2 ) ,  р, =  ( - 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  р2 =  ( 1 , - 1 . 1 . U ) ,
Уо =  (6 , —5, — 1 ,2 ,3 ) ,  9i =  ( 1 ,1 ,  — 1 ,1 ,1 ) ,  9г =  ( 1 ,1 ,1 ,  —1, !)•



4 6 . 5 3 .
х 0 =  ( 2 . - 3 ,  1 , 5 , 0 ) ,  р,  =  ( 3 . - 2 ,  1 , 0 ,  1) ,  р а =  ( - 1 , 5 , - 2 , 0 , 3 )
Уо =  ( 0 . - 1 , 0 , 4 , 1 ) ,  Ч1 =  ( 1 , 2 ,  4 , 0 , - 2 ) .  q7 =  ( 6 , 3 ,  4 , 0 , 3 ) .  '
4 6 . 5 4 .
х 0 =  ( - 3 ,  - 2 ,  1,  —1 , 2 ) ,  р,  = ( 1 , - 1 ,  1, 1 , 3 ) ,  р г =  ( - 1 , 2 ,  1 , 2 , - 2 )
У о  =  ( — 1 , 0 , 3 , 3 , 8 ) ,  9 , = ( 1 ,  1 , - 3 , - 3 ,  1) ,  9а =  ( 0 ,  1 , 2 , 3 ,  1) .
4 6 . 5 5 .  О п и с а т ь  все сл уч аи  в заи м н о го  р асп о л о ж ен и я  

п л о с к о с т е й  х  =  х 0 +  f , p,  +  *2р 2 и х  — у0 -f t iqi -f t 27a 11 н-мерно^ 
п р о с т р а н с т в е  и у к а з а т ь  необходи м ы е и д о с т а т о ч н ы е  условия  
к а ж д о г о  и з э т и х  сл у ч а е в .

4 6 . 5 6 .  Д о к а з а т ь , ч т о  д в а л и ней н ы х м н о го о б р а зи я  прострац. 
с т в а  I '  р а зм е р н о сте й  к и / с о о т в е т с т в е н н о  с о д е р ж а т с я  в нскот0. 
р о м  л и н ей н ом  м н огообрази и  р азм ер н о сти  не в ы ш е к  +  / +  1,

4 6 . 5 7 .  П у с т ь  H i и / / 2 -  дна л и н ей н ы х м н о го о б р а зи я  размер, 
н о с т е й  ki и к 3 n -м ер н ого п р о с т р а н с т в а  V  и м е ю т  общ и й  вектор 
п р и ч е м  A*i -+- к 3 >  п. Д о к а з а т ь , ч т о  и х п ер есеч ен и е е с т ь  линейн^ 
м н о г о о б р а зи е  р азм ер н ости  не м еньш е к +  I — п . Сформулиро. 
в а т ь  у т в е р ж д е н и я , которы е в ы т е к а ю т  о т с ю д а  д л я  трехмерного 
и ч е т ы р е х м е р н о г о  п р о ст р а н ст в .

4 6 . 5 8 .  Н ай ти  уравнен и е линейного м н о го о б р а зи я  минималь- 
ной р а з м е р н о с т и , содер ж ащ его век тор ы  a t =  ( 1 , 1 ,  1 , 1 ) ,  a7 ^ 
( 2 , 4 ,  1 , 3 ) ,  a s =  ( 4 , 8 , 0 , 3 ) ,  a 4 =  ( 3 , 5 , 0 , 1 ) ,  и н а й т и  пересечение 
э т о г о  м н о го о б р ази я  с прямой х — х 0 +  qt, гд е

а )  х 0 =  ( 0 , 0 , 1 , 3 ) ,  q =  ( 0 , 0 , 1 , 0 ) ;
б )  х 0 =  ( 0 , 0 , 1 . 3 ) ,  q =  ( 1 , 3 , 0 , 2 ) .
4 6 . 5 9 .  Д о к а з а т ь , ч то  в линейном п р о с т р а н с т в е  V' н ад  полем 

х а р а к т е р и с т и к и  2  объединение л ю бо го  л и н ей н о го  многообразия 
Н  =  a +  L  и его  нап равляю щ его п о д п р о с т р а н с т в а  L является 
л и н ей н ы м  п о д п р о стр ан ств о м .

4 6 . 6 0 .  Д о к а з а т ь , ч т о  д в а  линейны х м н о го о б р а зи я  Н i =  +
L\ и Н 3 — a 2 +  L 3 п ересекаю тся т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а , когда 
O i — о ?  £  У-1 +  1 2 .

4 6 . 6 1 .  П у с т ь  / / а =  а ,  +  / . ,  и / / 2 =  а 2 +  L? д в а  непересе- 
к а ю щ и х с я  линейны х многообразия. Д о к а з а т ь , ч т о  минимальная 
р а з м е р н о с т ь  линейного м ногообрази я, со д е р ж а щ е г о  / / ,  и парал­
л е л ь н о г о  / / 2 , равн а

dim У/, +  dim / / 2 — di rn( / M П L 2 ).
4 6 . 6 2 .  П у с т ь  / / 1  =  fli +  L| и / / 2 =  a 2 +  Л2 - д в е  иепересекаю- 

ш и сс я  п р ям ы е в линейном п р о стр а н ств е  I '  н а д  полем Р  и пусть

•48 / л а п а  X II .Л инейное  п р о п р а н ст о п  н ад  п р о н ш о л ы / ы а » г.------------- ^
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А - фиксированный элемент иэ / ’, отличный от нуля и единицы. 
Вы яснить, что представляет собой множество всех векторов ви­
да Аа, + ( 1 - А ) а а> где а, и аг пробегают соответственно Я| и 
Я 2.

4 8 .6 3 .  П усть V - линейное пространство над полем Р  ха­
рактеристики, не равной 2. Доказать, что П является линейном 
многообразием в прост ранстве V тогда и только тогда, когда 
вместе с любыми двумя различными векторами а ,Ь б  Я в Я со­
держится прямая, содержащая а и Ь. Верно ли это утверждение, 
если характеристика поля Р  равна 2?

4 6 .6 4 .  Д оказать, что если прямая г  =  х 0 +  1Ч и гиперплос­
кость а - ( - £  не пересекаются, то q €  L.

4 6 .6 5 .  Д оказать, что если гиперплоскости в| +  /м и a t + i j  
нс пересекаю тся, то L i =  /,2.

4 6 .6 6 .  Д оказать, что если пересечение гиперплоскостей Ни 
. . . ,  Ht п-мерного пространства непусто, то оно есть линейное 
многообразие, размерность которого не меньше п -  к.

4 6 .6 7 .  Д оказать, что всякое линейное многообразие размер­
ности к в п-мерном пространст ве можно задать как пересечение 
п -  к гиперплоскостей.

4 6 .6 8 .  П усть <10, 0 ! , . . . , а* -  любые вектора линейного про­
стр ан ства  V над полем Р. Д оказать, что все векторы вида

I  =  Qau0 + ® la l +  • ■ . + OltHki
где числа a 0, Q i , . . . , Q t €  Р  удовлетворяют условию a 0 +  а ( + 
. . .  +  оц =  1, образую т линейное многообразие Я ,  размерности 
равной рангу системы векторов a ( -  а0, . .  . ,а *  -  а0.

П оказать, что Я  есть многообразие наименьшей размерно­
сти , содержащее все векторы a a , ^ , .  , . , a t .



Глава XIII. Евклидовы и унитарные 
пространства

§4 7 . С к алярн ое прои зведение. М а т р и ц а  Г р а м а

П у сть  V -  вещ ественное или комплексное линейное п р о стр ан ство  ( т .с 
Р =  С или Р =  R ) .  О тображ ение

V х V -• Р
н азы вается  скалярным  п рои зведени ем , если оно у д о вл етво р я ет  следую щ им 
акси ом ам : для лю бы х х .у . г  6  V' и лю бого о  6  Л

О (^ .у) =  (у. * ) ;
2 ) ( о х ,у )  =  о ( х , у ) ;
3) ( г  +  У .* )  =  ( x ,x )  +  ( y , i ) ;
4 )  (я-. х )  >  0  для лю бого х g  V ,

( х , х )  =  0  т о гд а  и то л ьк о  то гд а , когда z — в.
Число ( х ,у )  н азы вается  скалярны м пр оизведением в е к т о р о в  х и у, ак­

сиом ы  1 -4  н азы ваю тся  аксиом ам и  скаляр н ого  п рои зведен и я .
З а м е ч а н и е .  В  вещ ественном случае ч ер т а  комплексного сопряж ения 

и первой аксиоме м о ж ет  б ы ть опущена.
В ещ ествен н ое линейное п р о стр ан ство  со  скал я р н ы м  произведением 

н а зы в а ется  евклидовы м  п рост ранст вом , а комплексное -  унит арным. 
О б о з н а ч е н и е :  Е  и U со о тветствен н о .

П р и м е р  47 .1 . С каляр ное произведение геом етр и ч ески х  вектор ов, вве ­
денное в §24 на основании м етрики, имею щ ейся на прямой, на плоскости 
и в п р о стр ан стве , у д овлетвор яет всем акси ом ам  скал яр н о го  произведения 
(те о р е м а  2 4 .2 )  и п р евр ащ ает п р о стр ан ства  Vn, п =  1 ,2 , 3 , в евклидовы  про­
с т р а н с т в а . А ксиом ати ческо е определение скал яр н ого  произведения говорит 
о то м , ч то  э т о  не единственны й способ введения скаляр н ого  произведения.

П р и м е р  47.2 . В  ариф метическом п р о стр ан стве  К "  скалярн ое про­
изведение вектор ов I  =  ( x i : X j ..........х п ) и у =  ( y i , у з , . . . ,  у „ ) м ож ет б ы ть
введено по правилу

( х .у )  =  £ х , у ,  (4 7 .1 )

ллш, ч то  то ж е самое,
(х , у) =  Х Т У, (4 7 .2 )

где А' =  ( x i . i j ......... х „ ) т , Y  =  ( y i , y j ...........у „ ) т . Такой  способ введения ■ ка-
ляриого произведения в А "  будем н а зы в а т ь  ста н д а р т н ы м .

П р и м е р  47 .3 . В  ариф метическом п р о стр ан стве  С "  скаляр н ое про­
изведение векторов х =  ( х i , x j ......... х „ )  и у =  ( у ь У г ........... Уп) м о ж ет б ы ть
введено по правилу

(*.У) =
1*1

(4 7 .3 )
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или, что го же самое,
( г ,у )  =  Х т 7 ,  (47.4)

где X  =  ( i i , х з , . . . ,  r „ ) T , Y =  (sFT, Vi........ So)T . Такой способ введения ска-
лярного мроизпедсния я С "  будем называть стандартным.

П р и м е р  47.4. В  вещественном арифметическом пространстве Cj^
скалярное произведение векторов i  =  (щ  +  «0........ .. +  1 0 „) и у =  (а\ +
i ^ ! , . . . , o i 'n +«/?(,) может бы ть введено по правилу

( * .  У) =  £ (< » ,< » ',+  0,01)- (47.5)
• 1*1

П р и м е р  47.5 . В  пространстве матриц R ""11"  ( С " " " ’ ) скалярное про­
изведение матриц А =  {а ,,) , В  =  (Ь ,,) может бы ть введено по правилу

(Л,В) = ' ^ ^ а „ Ь „
i=i j=i

(47.6)

или, что  то же самое,

(Л, В ) =  Щ В ТА),
если Л, В  6  I R " '* " ,  и

(47.7)
■=1 1=1

или, что то же самое,

{А, В ) =  И (В НЛ),

если А, В  6  С " ” " ’ . Э ти  способы введения скалярного произведения в про­
стр ан ствах  и С т х " будем называть стандартными.

П р и м е р  47.6. В  пространстве многочленов степени не выше п с ве­
щ ественными коэффициентами скалярное произведение многочленов р(() =

1 и q{t) =  $ 2 "_ 0 М ‘ может бы ть введено одним из следующих пра-

ннл: П
(р, я) =  5 ^ 0 .4 . (47.8)

или #|]

(р,я)=  / р(<)9(0<". (47.9)
■'ll

где t\ < lj  -  произвольные фиксированные числа. Скалярное произведение, 
введенное в Л/„ по правилу (47 .8), будем называть стандартным.

П р и м е р  47.7. В комплексном линейном пространстве многочленов 
степени нс выше п скалярное произведение многочленов может быть введено 
по правилу

(Р. я) =  5 Z  “ ,6*
ibO

(47.10)
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Скалярное произведение, введенное в комплексном пр остран стве Мп по это. 
му правилу, будем ивзыввть стандартным.

П р и м е р  47.8. В функциональном пространстве С [0 , I] скалярное про. 
к теленке функций / (х) и у(х) может бы ть задано равенством:

(/.s) = /  /(т)у(*И*
Jo

Т е о р е м а  4 7 .1 . Скалярное произведение обл адает  следующими 
свойствами:

I)  (к ,у  +  я) =  ( * .» )  +  ( * . * ) .  V r ,y , I  €  Е (U );
I )  (я ,а х )  =  а (х , у), Vx,y 6  Е  (U), Ча £  R  / с о о т в е т с т в е н н о  С);
3 )  (в ,х )  =  (х ,в )  =  0, Ч х £ Е  (U );
4) (х .в )  — 0 для лю бого вект ора  у 6  Е  (U)  т огда  и т о л ь к о  т огда, 

когда х =  в ;
5) любое  подпространство L  евклидова /унитарного^ прост ранст ва  

является евклидовым / со о тв е т ств е н н о  унитарным) прост ранст вом .
Т е о р е м а  4 7 .2 . .Для любых векто р о в  х ,у  €  Е  ( I I )  имеет  место 

неравенство

или, в другой форме,
l(*.y )| J <  ( * .* ) ( У . у)

I (* .* )
I (У ,*)

(*.у) 
(у. у) > 0.

Э то неравенство называется неравенст вом К о ш и -Б у н д о в с к о го .
Т е о р е м а  4 7 .3 . Неравенство К ош и -Б ун яковского  обращ ает ся  в 

равенст во т огда  и то л ьк о  то гд а , когда вект оры  х и у коллинеарны .
Ллиной вект ора х в евклидовом и унитарном пр остр ан стве назы вается 

число

I1 ! =
Вектор х называется нормированным, если его длина равна единице: 

1*1= *•
Из аксиом скалярного произведения следует, что
I)  любой вектор г  евклидова (и унитарного) пр остран ства имеет длину, 

при этом И  >  0 ,  Vr е  Е  (U) и |х| =  0 о  х =  0;
2} |аг| =  |а||г|, Vr 6  Е  (£/), Vo £  ДО (соответственно С ).
С  помощью длин векторов неравенство Кош и-Ьуияконского м ож ет б ы ть 

переписано в виде

К*.У)1 < 1*Му1
Т е о р е м а  4 7 .4 . В евклидовом (унит арном) п рост ранст ве для  лю. 

бых вект оров х ,у  имеют место неравенст ва

1 М -М 1 < 1 *  + у|< W +  M - (47.li)

Неравенства (47.11) называются неравенствам и т реугольни ка в евкли­
довом (унитарном) пространстве.

Матрицей Грома системы вект оров a i , . . . , a *  евклидова (унитарного) 
пространства называется матрица

(a i.a i) (o i,a2) . . .

(а ь , a *) ( a * ,a 2) . . .  ( a * ,a * )
С (аь . . . , а 4) =
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Определитель матрицы Грама напивается определителем f  рама.
Т е о р е м а  4 7 .5 .  Система лект оров а*, . .  ,а» «пклиаово (унитар­

ного) прост ранст ва линейна зависима т огда  и только  т огда, когда 
del G ( a i , . . . ,< !* )  =  0 .

Т е о р е м а  4 7 .0 .  Матрица 1'рама системы вект оров евклидова 
(унит арного) прост ранст ва эрмитова.

Т е о р е м а  4 7 .7 ,  Определитель Грома линейно независимой систе­
мы векторов в евклидовом (унитарном) простронг.твс положителен.

Е сли G ( e i ,e ? l . . . ( e t,)  — (y(J) -  матрица Грама базиса «^пространства V, 
то  скалярное произведение векторов г  =  £ " и 1 1 ,е * и У =  У,С| С В 13 а И 0  
с их координатами соотношением

(*■»> =  £ £ * ' * ■ » ' “ ‘ t o -  (47.12)
1»1 j . t

если V -  евклидово пространство, и

( * ,  у) =  5 2  Уч**У) ~  * Г С У^ (47.13)
.«I ;=«i

если V -  унитарное пространство.
Евклидовы пространства Е\ и £ j  называются изоморфными, если су­

щ еству ет биективное отображение tp : Ei —> £ 3  1 которое сохраняет законы 
композиции и скалярное произведение, т .е . если:

1) +  У )  =  v ( * )  +  Vi, у 6 £1 ;
2) ¥>(ar) =  o c ^ (i) ,  V i е  Ei , Va 6  К ;
3) (v>(i),¥>(y)) =  (*,»), Vi,y€£i.
Само отображение при этом называется изоморфизмом евклидовых 

прост ранст в  или иэометрией.
Точно так же определяется изоморфизм унитарных пространств Ui и Uj 

(с очевидным отличием в свойстве 2: a  €  L ) .  Из определения следует, что 
изоморфные евклидовы (унитарные) пространства изоморфны как линейные 
пространства.

Т е о р е м а  4 7 .8 .  Л еа евклидовых (унитарных) п р остр ан ства изо- 
люрфны т огда  и т олько т огда, когда равны их размерности.

З А Д А Ч И

4 7 .1 .  Д оказать, что в евклидовом (и в унитарном) простран­
стве для любого вектора х выполнено соотношение

(в ,х )  =  0.
4 7 .2 .  Д оказать, что в любом конечномерном вещественном 

или комплексном линейном пространстве можно определить ска­
лярное произведение.

4 7 .3 .  П усть V -  евклидово пространство со скалярным про­
изведением ( х , у ). Показать, что если положить

(х ,у )  =  A (z,y),
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гис А - фиксированное положительное число, то для (х ,у )  также 
выполнены вес аксиомы скалярного произведения. Какой геоме- 
трнческнй смысл имеет переход от ( х ,у )  к {т,,у) в пространстве 
I s  геометрических векторов?

4 7 .4 .  Доказать, что если (x ,y ) i  н ( х ,у ) 2 - л в а  различны х ска­
лярных произведения в одном и том же линейном пространстве 
Г ,  то скалярным произведением в Г  будет и величина

* )  (*ii/) =  ( * .y ) i  + ( x , y h ;
б) ( * .у )  =  A (i,y )i + ( j {x ,y ) i ,

где А и ft -  произвольные положительные числа.
4 7 .5 .  Пусть x l t x j  и у ! ,у 3 -  координаты векторов х и у в не 

котором базисе двумерного вещественного линейного простран­
ства V . Определить, можно ли скалярное произведение в V  опре­
делить формулой:

а) (х ,у )  =  х 2у ,; б ) ( х ,у )  =  2 х ,у 1 +  3 х 2у2;

в) (х ,у )  =  x iy , -  2 х ,у 2 -  2 x jy i +  5 х 2у2;

г ) ( х . у ) = [ х , х , ] [ р  J ]  [ j j j ;  л ) ( * , » )  =  [*» *а]

е) ( х ,у )  =  (х4 х 2] ^ _ з  “ j ]  |у‘ |; ж ) ( х ,у )  =  [х , х 2]

' 1 2 Vi ‘
.0  9 . . Уа.

'2  2 У:
2 1 .Уа.

4 7 .6 .  Д оказать, что в двумерном вещ ественном линейном 
пространстве Г  равенство

( х ,у )  =  X? Л уе, Л = [ “ “ “ 1г 
a 2i a 22j

где I ,  и у, -  координатные столбцы векторов х и у в некотором 
базисе е ,  задает скалярное произведение в V то гд а  и только  т о ­
гда, когда

=  А, а п >  0, del /1 >  0.

4 7 .7 .  Д оказать, что в п-мерном вещ ественном линейном про­
странстве Г  равенство

( х ,у )  =  х [  А уе, А =  (а ,3) е  ®пхп, 
где х , и yt -  координатные столбцы векторов х и у в некотором 
базисе е, задает скалярное произведение в V,  если

П

Ат =  Л, о„ > Y l  K l .  v * =  iTn- 
r=i
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4 7 .8 .  П усть i , , i 3 и j/|, j/j  координаты векторов х и у в неко­
тором базисе двумерного комплексного линейного пространства 
V . Определить, можно ли скалярное произведение в V опреде­
ли ть формулой:

а) ( х ,у )  =  х ,з/1 +  х ,у 2; б) (х ,у )  =  х ,]й ;

») ( * ,  У) =  «xiSv +  ix 2у7; г) (х , у) =  i r ,y j  -  ix 2yl;

д) (х,») = 1*1* и [ з “ i 3 o ‘ ] [ £ ] :

е) (х,у) = [х, х,] J  ° ]  [| l]; ж) (х,у) = [х, x2j [jj “ ] [ * ] ;

з )  ( * , »)  =  [ * . x 2] [ j j  | ] [ j l ] j

и) (x ,  у) =  x , уГ +  tx ,y i  -  «х , у7 +  X jyi,

4 7 .9 .  П усть x e и ye -  координатные столбцы векторов x 
и у в некотором базисе е двумерного комплексного линейного 
простран ства V.  Найти условия, необходимые и достаточные 
для того , чтобы равенство

( х , У) = х те л я ,  а

задавало скалярное произведение в V.
4 7 .1 0 .  В ы ясн и ть, можно ли скалярное произведение в про­

стр ан стве ! пхп квадратны х матриц порядка п >  2 ввести по 
формуле:

а) ( .V ,У ) =  tr  Х У ; б) ( X ,У )  =  1 гХ У т ;
в) ( X ,  У ) =  tr X  • tr У ; г) (X ,  У) =  del Х У ;
д) ( Х , У )  =  1т Х г DY,  где D -  диагональная матрица порядка 

п с положительными элементами на главной диагонали.
4 7 .1 1 .  Вы яснить, какие из следующих правил определяют 

скалярное произведение в пространстве матриц Ст х " :
а) ( Х , У )  =  1 г (Х У Т ); б) ( Х ,У )  =  1 г (Х У « );
в) ( X ,  У ) =  t r ( X У г ).
4 7 .1 2 .  У становить, какие из следующих правил определяют 

скалярное произведение в пространстве многочленов Л/„ с веще­
ственными коэффициентами:

0  {P > 4 ) = ^ 2 p {t4 a )q (k){a),
*=о

(47.14)
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где точка л g  R произвольна;

2) (р,<?) =  £ р ( * М * ) -  (47 , 15)

4 7 .1 3 . В вещественном n-мерном пространстве V  скаляр, 
ное произведение (х ,у )  задано как функция координат * i ,  
и У | ,... ,у „  векторов I  и у в некотором базисе е  пространства. 
Вычислить матрицы Г рама базиса с и базиса, составленного из
векторов / i , . . . , / n. Найти выражение для скалярного произве­
дения (г ,  у) через координаты векторов х  и у в базисе /:

1) (х ,у )  =  i i y ,  + х 2у2;
а) (/.). = (1 , 2)т, (/,). = (2 , i f ;
б) ( / , ) ,=  (1 ,1 )т , (/ ,) . =  ( 1 . - 1 Г ;

2) (2 ,у )  =  х ,у , + х ,у 2 +  х 2у, +  З х2у2;
а) (/,). = (1 ,- l f ,  (/,)с = (М Г;
б) ( / ,) .=  (1,-1)т, (/а)е = (1.0) ;

3) ( г ,у )  =  4х ,у , -  2х ,у 2 -  2 х 2у, +  4 х 2у2;
а) (/,). = О,Of, (/,). = (1,-1)т;
б) (/,)« = (1/2, l/2 f , (/*), = (-  1/2,1/2)т ;

4) ( * ,у )  =  4xiyi + 2 z ,y 2 +  2 x 2yi +  2 i 2y2 -  х 2у3 -  х 3Уг +  ЗхзУз;
а) (/»)« =  ( l , 0 , 0 f , ( / , ) .  =  ( 1 , - 1 , 0)т , ( / , ) .  =  (0, 1 , 1)т ;
б) (/>). = (1,0,0)Г, (/,), = (-1,2,Of, (Л), = ( - l , 2 , 2 f .

4 7 .1 4 . В комплексном n-мерном простран стве V  скалярное
произведение ( г ,у )  задано как функция координат x i , . . . , x „  и 
l/i I • ■ •, уп векторов х и у в некотором базисе е п р остр ан ства. В ы ­
числить матрицы Грама базиса е и базиса, составленного из век­
торов Найти выражение для скалярного произведения
(х , у) через координаты векторов х и у в базисе /:

1) (*,у) = 2х,уГ + (1 -(- + (1 -  «>гУГ + Зх2у?;
а) (/i) . = ( l , 0 f , ( / 2). = ( l , - l f ;
б) (/,). = 0 , Of, (/,)« = (-1,1 + i f ;

2 )  (х ,у )  =  i iy T -1 2  |Уг + «х2уГ + 2 х 2у2 + (2  + i ) x 2y3 + ( 2 - i ) x 3yJ-(- 
6х9у»;

а) (/ .) , =  ( M . O f ,  (/2)е =  ( - 1 ,  l , 0 f , (/ а). =  ( 0 ,0 ,  I f ;
б) (/i)« = (l,0,0) , (/2)« = (-i, 1,Of, (/з)£ = (l+2i, -2-H, If.

4 7 .1 5 . Вычислить матрицу Грам а G  базиса 1, t , . . . ,  <" в ев­
клидовом пространстве А/„ многочленов со скалярны м  произве­
дением, заданным:
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а) равенством (47.8);
б) равенством (47.9), в котором <| =  0, (2 =  1;
в) равенством (47.9), в котором <| =  - 1 ,  f2 -  И
г) равенством (47.14) (отдельно рассмотреть случай a =  0 );
д) равенством (47.15), в котором т > п.
4 7 .1 6 . Пусть G и G' -  матрицы Грама базисов с и е '  евкли­

дова (унитарного) пространства, связанных матрицей перехода 
5: е1 -  eS. Доказать, что:

1) в евклидовом пространстве G1 =  STGS\
2) в унитарном пространстве G' =  STGS.

Как связаны между собой определители матриц G и С '?
4 7 .1 7 . Доказать положительность определителя матрицы 

А =  (a jj)  порядка п с элементами:
а) Oij =  2/(i + j  -  1), если i +  j  четно, и а,; =  0 иначе;
б) a,j =  l/(i +  j  -  1) для всех t , j= T 7 n .
4 7 .1 8 . Векторы х и у евклидова пространства заданы в бази­

се е координатными столбцами х{ и уе соответственно, и извест­
на матрица Грама G(f) базиса /. Вычислить матрицу Грама 
С(е) базиса е и скалярное произведение векторов х и у, если:

1)/ . = е\ ~ «э> h  -  е\ -  2е3,

а д =
2 3

3 6

2) /1 -  2ei + е2, /г — £| + £з)

а д =
3 2 

2 2 . * с = [ 1  2 )Т , yt =  (0  1 ]Т ;

3) !\ -  £| -  «г, /г -  ej +  е2|

а д =  

/| =  «1,

а д =

/i =  «1 ■

а д =

5 3 
3 5 1 x t — ( ^ ] t Уе -  [ 1 3 ]  ;

'О /i -  еь  /з =  e i +  «31 /з =  «г +  «3i 
" 3 1 - 1 '

1 2 1 

- 1  1 2

5) /1 =  ei +  е2, Л  =  е, +  е3, /3 = е2 + е3)
'5 2 3]

2 3 1  , хе = [1 -2  1]Т, уе = [ 1 1 i ]Ti 
3 14 J

, X, -  [ 1 2 1 ] , у, -  [ 1 1 - 1  ] ;

4 7 .1 9 . Векторы х и у унитарного пространства заданы в 
•азисс е координатными столбцами х е и уе соответственно, и
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известна матрица Грама С?(/) базиса /. Н ы числить матрицу 
Грама С (е ) базиса е и скалярное произведение пскгорои х и #| 
если:

О /i =  «| +  »>г, Л  =  - 3 i e ,  +  -lej,

2 ) Л  =  е ,,  / 2 =  - i e j  +  2ег + ie3l /3 =  -«>2 +  ея, 
1 3i - 1

<?(/) = -3 «  22 10*
- 1  - lO i  5

, x e =  [0  1 0 ] , yc =  [1 - 2 i  1 ] ' .

4 7 .2 0 .  Пусть a -  фиксированный вектор евклидова простраи- 
ства  V , о -  заданное вещественное число. Будет ли множество 
всех векторов х , для которых (г ,  о)  =  а ,  линейным подпростран­
ством пространства Г ?

4 7 .2 1 .  Доказать, что всякое подпространство евклидова про­
странства V само является евклидовым пространством  в смысле 
скалярного произведения, заданного в V.

4 7 .2 2 .  Линейное пространство V  разл агается в прямую сум­
му подпространств L U . . . , L P. На каждом из подпространств 
определено скалярное произведение ( х ,у ) , ,  Vx,y  £  Z,,. Д оказать, 
что можно ввести скалярное произведение во всем пространстве 
Г ,  положив

(*,y) = (zi,yi)l + . ..  + (xp,3/p)p,
если векторы х и у имеют разложения по подпространствам со­
ответственно: х =  х 1 +  . . .  +  хр и у =  у, +  . . .  +  ур.

4 7 .2 3 .  На подпространстве L  линейного пространства V вве­
дено скалярное произведение (х , у ). Д оказать, что можно опре­
делить скалярное произведение во всем V так , что для векторов 
х и у из Г  оно будет совпадать с первоначально заданным ска­
лярным произведением (х ,у ) .

4 7 .2 4 . Пользуясь неравенством К ош и-Буняковского, дока­
зать следующие неравенства:

6 )  ( | > д )  ^

Здесь числа а , ,0 ,  €  St, 1 =  1 ,п , произвольны, а числа А, £  И,
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« =  Т7п, произвольны и положительны.
4 7 .2 6 .  П ользуясь неравенством Коши-Буняковского для уни­

тарного пространства, доказать неравенство

s  D

где числа о , , Д  6  С , i =  Т7л, произвольны.
4 7 .2 6 .  П ользуясь неравенством Коши-Буняковского, дока­

за т ь  неравенство

( j f /Ш О *)  </V(0  dtj'g'Wdl,

где / (f) , <;(<) -  произвольные непрерывные на [а ,6] функции.
4 7 .2 7 .  Д оказать, что неравенство

[ t r (4 T B )]s < tr(A T/4) 1т(ВтВ)
выполнено для любых матриц А и В  одинакового размера.

4 7 .2 8 .  Д оказать, что для любых квадратных матриц А и В 
одинакового порядка выполнено неравенство:

а) [tr(А В )}2 < U{ATA ) U {B TВ)\

б) 1г(Лт Л ) >  - ( 1 г Л ) 2.
п

4 7 .2 9 .  П усть в определении скалярного произведение четвер­
тая аксиома заменена на более слабое требование: (х , х ) >  0 для 
любого х 6  V. Д оказать, что в пространстве V с таким "ска­
лярным произведением”:

а) выполняется неравенство Коши-Буняковского;
б) выполняется неравенство треугольника;
в) множество А/ векторов х, для которых (х ,х ) =  0, образует 

подпространство;
г) для любого х £  М  и любого вектора у 6  V скалярное 

произведение равно нулю;
д) если N произвольное дополнительное к А/ подпростран­

ство , и х =  х А/ + Zjv, У =  Ум +  Vn ~ разложения векторов х и 
у по подпространствам М и W, то знак равенства в неравен­
стве Кош и-Буняковского для векторов х и у имеет место тогда 
и только тогда, когда x N и уц линейно независимы.
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47.30. Сохранится ли неравенство Коши Пуняковского tl 
случае, если в определении скалярною произведения отказать^ 
от четвертой аксиомы?

47.31. Найти длину вектора:
1) а = (5,4,3) в пространстве К3 со стандартным скалярным 

произведенном;
2) а = (1, -2 ,3 ,4 ) в пространстве R* со стандартным скаляр, 

ным произведением;
3) а = ( 1, 1) в пространстве R3 со скалярным произведением 

(х,у) = i i  У> + *>У» + *гУ: + 3х 2уа;
4) а = (1, —1,2) в пространстве К3 со скалярным произведе.

нием (х,у) = х
'4 2

2 2 
2 -1

2 '

- 1

3
Ут.

)

5) а = ( l ,i )  в пространстве Са со скалярным произведением 
' 2  1 + Г

1 - 1  2
(х, у) = X

6)  а =

дением (х,у) = х

У \

6 ) а = (1 + |\ l , - i )  в пространстве С3 со скалярным произве- 
Г1 - I  О

» 2 2 + i 
0 2 - 1  6

—т
у •

47.32. Доказать, что для любых векторов х и у выполнено 
равенство

|х + у|г + |х -  у| 3 = 2 |х|а + 2 |у|3.
Какой смысл имеет это соотношение в пространстве Уз геоме­
трических векторов?

47.33. Показать, что для любого вектора х конечномерною 
евклидова (унитарного) пространства V выполнено соотношение

|х| = sup
<*

1(*,У)1

|у| ‘

§48. Ортогональные векторы

И » *  м -к тир» х,у £  £  ((/) и*ш*аютс» о р т о е о м о л ь н б 1* и ,  если (х , у )  =  0 .  

Систем* ««торов * , . . *» 6 £  (U)  имываетс* ортогональной, если

( * „ * , }  = 0 при

Сшс-пм* « « Т о р о *  х , , € £  (U) и*хыв*еш ортонормировомноО
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системой, если

* . . * 7 I.
О, • Ф ) -

Т е о р е м е  48 .1 . Ортогональной система ненулевых векторов ли­
нейно независима.

С л е д с т в и е  1. Ортонормированием система векторов линейно не­
зависима.

С л е д с т в и е  2. В п-мерном евклидовом (унитарном) пространстве 
любам ортонормированием система из п векторов образует базис. Э тот 
базис называется ортонормированным базисом.

Пр име р  48.1. Известно, что скалярное произведение в пространстве

R4 задано стандартным образом. Лополнить векторы ei =

d  =  ( —р=, ---- т=| 0 ] до ортонормированного базиса пространства R4.
\ V 6  v 6  v 6  /

Ре ше ни е .  Найдем какой-либо ненулевой вектор х =  (х ^ ц .х з .х *), 
ортогональный векторам с \  и C f .

/ п  -  x v +  г 3 +  х,  = 0 ,  f x i -  x j  +  x j +  x , = 0 ,  
\ 2 x , + х з - х з  = 0  ^  \ 3 x j — 3 x j — 2xi =  0.

Решением зтой системы является, например, вектор х =  (0,1,1,0).  По-
( .  1 1 Леле нормировки получим вектор ез =  I 0, —=,0  I.
\ V2 J

Найдем теперь новый ненулевой вектор х так, чтобы он был ортогонален 
векторам ej, сз и ез:

x ,e i
X .C j
i ,  сз

=  0, 
=  0, 
=  0

(  Ц  -  Хз +  X J +  х4 = 0 , 
4 = >  с 2 х  | 4* г з  — х j  = 0 ,  

I  x j + x j  = 0 {xj -  х2 + хэ +х« = 0, 
x j  +  хз = 0  

Зхз + х« = 0.

Отсюда х =  ( — 1 , 1,—1,3). Положим е« =

Тогда система векторов ei,ej ,cj ,e« ортонормирована и, так как dim R* = 4, 
она образует ортоиормированный базис пространства R*. •

Т е о р е м а  48 .2 . В евклидовом (унитарном) пространстве ко­
ординаты Х|........ in вектора х а базисе е =  (е.......... е„) вычисляются по
правилу ___

I, = (х, е. ) , I = I, г»,
тогда и только тогда, когда е - ортоиормированный базис.

Т е о р е м а  48.3 . В евклидовом (унитарном) пространстве ска­
лярное произведение векторов х = х, е, , у = £ " а( у,е, , заданных сво­
ими координатами в базисе е , вычисляется по правилу

П
( * .» )  =  £  х.уГ

•«I
тогда и только тогда, когда е ортоиормированный базис.

J ____ 1______1____ 3_\
2>/3’ 2з/3' 2ч/з’ 2з/3/
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В г шея иловом пр остран ств чгрта комплексного сопряжения » последнем 
равенстве может Ныть опущена: ( г ,у )  =  }П"в1 Х,Н' '

Т е о р е м а  4 8 .4 .  В конечномерном евклидовом (ун и тар н ом ) про. 
стр а н сто е  су щ еству ет ортонормировонный базис.

Процесс ортоеонализацин позволяет построить нт произвольной линей- 
но независимой системы векторов /|, ортогональную систем у ненуле­
вых векторов f i .........ут  и состоит в следующем. Полагаем j i  =  /|. После­
дующие векторы у ) , . . . , ; »  находите» из рекуррентных формул

к - 1

Я1 = ~ 52 ак>*>%
т-1

Коэффициенты о » , однозначно определаютск условием ортогональности век­
тора jk  векторам 9 i , - . . , 9 i - i :

( А .

(9т. 9>)
Нормнрук векторы y i , . . . , y m l приходим к ортонормированиому базису 

подпространства £ ( / > , . . . ,/т ).

П р и м е р  4В.2. В пространстве К 4 со стандартн ы м  скалярны м произ­
ведением построить ортоиормированный базис линейного подпространства 
L, наткнутого на векторы щ =  ( 1 , 1 , 0 , 0 ), о}  — (2 , 0 , 1 , - 1 ) ,  аз =  ( 4 ,2 ,3 ,1 ) .

Р е ш е н и е . Векторы 0 1 , 0 3 , 0 3 , как нетрудно проверить, линейно не­
зависимы. Дли построения ортонормнрованкого базиса подпростран ства L 
применим процесс ортогоналмзации к системе векторов 0 1 , 0 3 , 0 3 .

1) Положим / 1  =  oi и возьмем t j  =  -^= Л =  ( -Д - - ! = ,0 , 0Д  \ з /2  Д
2 ) Построим вектор /а та к , чтобы он линейно вы р аж ался через векторы 

* i .  0 j  и был ортогонален вектору о ь  Согласно описанному вы ш е ал гор и Г МУ 
этого можно добктьел, определив /а равенством

/а =  аа —
(03,0|)
( о „ о , )

Отсюда / г =  ( 2 ,0 , 1 , - 1 )  -  ( 1 ,1 ,0 ,0 )  =  ( 1 , - 1 , 1 , - 1 ) .

Так кал (/а,/а) =  4, то  возьмем еа =  ^/з =  -  j ,  ^ , -

3) Построим вектор /» так, чтобы он линейно вы раж ался через векторы 
о ь  «а, «з или, что то же самое, через векторы /1 , /а, аз и был ортогонален 
векторам Oi, /а- Этого можно добитьск, определив /з равенством

(о з ./ т ) ,

(/»./»)'
Отсюда /з =  ( 4 ,2 ,3 ,1 )  - 3 ( 1 , 1 ,0 , 0 )  - ( 1 , - 1 , 1 , - 1 )  =  ( 0 ,0 ,  2 ,2 ) .

Так как (/з,/з) =  8 , то  возьмем еэ =  ^ = / з  =  ^ 0 , 0 , - д ,

Тем самым, схстема e i , e j , e i  ортонормирована, пр инадлеж ит подпро­
странству L и. следовательно, образует ортонормнронанный базис L ,

(оз .оО ,
1 ° з  -  ---------- г / |( 0 1 , 0 1 ) /*■

Матрица U Е С " " "  называется унитарной, если

и и И =  U" U =  /.
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М атрица Q €  R " * "  называется ортогональной, если

QQT = QTQ =  I.
Т е о р е м а  4 8 .5 .  Матрица ортогональна (унитарна) т огда и 

то л ьк о  т о г д а , когда она является матрицей периода о т  одного  орто- 
иорм ироаанного  базиса к другому ортонормироланному базису  евклидова 
(унит арного) п р о стр а н ств а .

Две системы векторов z j , . . . , in  и i n , . . . , у* в унитарном (евклидовом) 
пространстве называю тся биортогональными, если

(*••*>=*{ S;
Т е о р е м а  4 8 .6 .  К аж дая  система из пары биортогональных си­

стем оскт ороо линейно независима.
Биортогональные системы e i , . . . , e n  и Д , о б р а з у ю щ и е  базисы 

пространства V, назы ваю т биортогональной парой базисов.
Т е о р е м а  4 8 .7 .  Для лю бого базиса с\ ,.. .  , с п унитарного (евкли­

дова) прост ранст ва существует, и притом единственный, биортогана.1ь- 
ный базис / > , . . . ,  /„.

П р и м е р  48.3. Построить базис пространства Му, бнортогональкый 
базису

« з ( 0  =  1 +  2! +  еа(1) =  1 - 1 ,  С](() =  2 +  2i + 15.
если известно, что скалярное произведение в пространстве Мз задано сооот- 
ношением (47 .8).

Р е ш е н и е .  Т ак  как пространство Afj со скалярным произведением 
(47.8) изоморфно пространству R 5 со скалярным произведением (47.1), то 
решим аналогичную задачу для базиса ej =  (1 ,2 ,1 ) ,  e j =  ( I ,  —1,0), ез =  
( 2 , 2 , 1)  пространства R 3.

П усть систем а искторов Д , /з, /з биортогональна к системе e j.e j.e y .  То­
гда

(  ( d . / i )  =  1 .  Г ( е ь / з )  =  ° ,  Г ( о » , / а )  =  0 .

S ( « а . / i )  =  ° .  я ( « г , / з ) = 1 ,  < ( е з , / з )  =  0 ,

I  (K3 ,/ i)  =  0, 1 (ез ./ з ) =  0, I (с з ,/ з )  =  1,
и следовательно, нужно решить три системы уравнений

Г z i + 2 i i  +  Z3 =  l,  Г Z| +  2i| +  гз =  0, Г Z ) + 2 r 1 + r J = 0 ,
< П -  X] = 0 , < г 1 -  r j  =1,  ̂ и  -  гг =0,
I  2zi +  2гз +  гз  =  0, I 2 r i +  2 г а +  Гз =  0, ( 2 ri +  2 z j + Гз =  1.

Так  как матрица коэффициентов одинакова у всех этих трех систем, то 
решим их одновременно, составив следующую расширенную матрицу:

2  1 1 0  0 ] Г 1 2  1 1 0  0 1 Г 1 2  1
1 0 0  1 0 —.  0 - 3 - 1 - 1  1 0 0 - 1 0
2  1 0  0  1 l o  -2 -1 -2  0 1 J 0  0 - 1

Г 1 0  0  — I О 1 1
- . 0 1 0 - 1 - 1  1 .

I 0 О 1 4 2 - 3  J

Отсю да /, =  ( - 1 , - 1 ,  I), /г =  (0, - 1 ,2 ) ,  /з =  (1, 1 ,-3 ) .
Таким образом, искомый биортогональный базис образуют многочлены 

/ i ( l )  =  - 1  -  1 +  К 1 , / , ( 1 )  =  - 1  + 2 l \  f ,( t )  =  1 +  /  - 3 1 J . >
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З А Д А Ч И

48.1. Доказать, что в евклидовом пространстве Е:
1) вектор / ортогонален всем векторам из Е  тогда и только 

тогда, когда вектор / нулевой;
2 ) векторы / и у удовлетворяют соотношению (/, х) =  (у, х) 

для любого вектора х G £  тогда и только тогда, когда / = д.
Верны ли эти утверждения в унитарном пространстве?
48.2. Доказать, что если х , , . . . ,х *  -  ортогональная система 

векторов, то для любых чисел Ait » = 1 ,fc, система векторов 
AjTj , . . . ,  А*х* также будет ортогональна.

48.3. Пусть вектор х евклидова или унитарного простран­
ства ортогонален каждому из векторов Доказать, что
х ортогонален и любому вектору из линейной оболочки векторов 
I\ I • • * ,/ *  •

48.4. Доказать, что если в евклидовом пространстве для 
любого числа а выполнено неравенство |х + ау| > |х|, то векторы 
х н у  ортогональны.

48.5. Доказать, что в евклидовом пространстве выполнено 
тождество

2{xty) = |х + у| 2 -  |х -  у|2.
48.6. Доказать, что в унитарном пространстве выполнено 

тождество
4(i, у) = |* + у|а -  |х -  у| 2 + i\x + »у| 2 -  i|x -  iy|2.

48.7. Последовательность векторов {а*} n-мерного евклидо­
ва (унитарного) пространства называется сходящейся к вектору
а, если lim |а* -  а| = 0 . Доказать, что 

* —00
1)  если последовательность векторов {/*} сходится к вектору 

/, то числовая последовательность {|Л|} сходится к |/|;
2 ) если последовательности векторов {/*} и {у*} сходятся 

соответственно к векторам / и у, то
Нш (Д,у*) = (/,у).

к —оо
48.8. Верно ли, что произвольная система попарно ортого­

нальных векторов линейно независима?
48.9. Пусть / i,...,/ m и у !,.. .,у т - две линейно независимые 

ортогональные системы векторов евклидова или унитарного про­
странства, которые обладают следующим свойством: при любом 
к = 1, т  линейная оболочка £(/i , ..- ,/ * )  совпадает с линейной
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оболочкой Доказать, что дк =  7 *Д , к =  i,'m , при
некоторых отличных от нуля коэффициентах 7 *.

4 8 .1 0 .  Д оказать, что если система арифметического про­
странства IR"

х \ =  ( t t l l i  t t U i Q 13i • • •1 ® l f l ) l

х 2 =  ( 0 ,  a 2 j , a 2 3 i < > < >QJn)*
Х з =  ( 0 ,  0,  Озд, . . . I **3n) i

х „ =  ( 0 ,  0,  0,  . . . i ® п п )

образует ортогональный базис этого пространства, то: а) ф 
О, i =  1, п; б) qij  — 0, если i  ф j .

48.11. Доказать, что естественный базис арифметического 
пространства IP.”  (Сп, С^) со стандартным скалярным произве­
дением является ортонормированным базисом.

48.12. Пусть относительно стандартного скалярного произ­
ведения арифметического пространства вектор-столбцы U|,u2,u3 
образуют ортонормированный базис Я3, а вектор-столбцы vl tvj 
-  ортонормированный базис К2. Показать, что если А = UjvJ + 
UjvJ, то АтА = /.

48.13. Известно, что в пространстве R" (п > 1) имеется
ортогональный базис такой, что все компоненты ка­
ждого из векторов е, равны 1 или -1 . Доказать, что п равно 2 
или кратно 4.

48.14. Построить какой-либо ортонормированный базис ев­
клидова (унитарного) пространства iR"001 (Cmxn) со стандарт­
ным скалярным произведением.

48.15. Построить какой-либо ортонормированный базис ев­
клидова пространства Мп со скалярным произведением, опреде­
ляемым:

1) равенством (47.8);
2) равенством (47.13);
3) равенством (47.14) при m  = n + I.
48.16. Доказать, что координаты х, произвольного вектора 

х n-мерного евклидова (унитарного) пространства в ортогональ­
ном базисе e j , . . . ,  е„ можно вычислить по формуле

х, — (х , е, )/(<?,■ | е,), i — 1, п.

П

Нывести о т сю д а  равенство |х|а =  ^
i= i

l ( j . g . ) | 2

( * м * . )  '

3 7470
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4 8 .1 7 .  Д оказать , что в евклидовом (уни тарн ом ) п р о ст р у
с т в е  длина вектора т, заданного своими координатами х х, . . ,  ’
в базисе е , вы числяется по правилу '

W* = E N >
ix l

то гд а  и только то гд а , когда с  -  ортонормированны й бази с rip0 
стр ан стп а,

4 8 .1 8 .  П усть С | , . . . , с п ортонормированный бази с свкли д0. 
ва  п р остр ан ства. Найти вы раж ение для скалярн ого произведи 
пня произвольных векторов х и у через их коор ди н аты :

а )  в базисе А|С,, А2е 2, . . . ,  А„с„, где Ai ,A 2, . . . , A „  -  ненулевые 
числа;

б ) в базисе е| +  е2, с2, е3 , . . . ,  е„.
4 8 .1 9 .  П усть Г  - вещ ественное или ком плексное линейно^ 

п р остр ан ство  и е 1, . . . , е п - некоторый бази с в нем. Д о к а за ть  
ч то  в Г  можно ввести  скалярное произведение т а к ,  чтоб ы  этот 
базис был ортонормированным отн оси тел ьн о  введенного скаляр, 
кого произведения.

4 8 . 2 0 .  В п р остр ан стве М „ м ногочленов степени не вы ш е п с 
вещ ествен н ы м и  коэффициентами п рои звольн ы м  образом  введено 
скалярн ое произведение. Д о к а за т ь , ч т о  в полученном евклидо. 
вом п р остр ан стве:

а )  су щ еств у ет  ортогональны й б ази с, содерж ащ ий по одному 
многочлену каждой степени к =  0 , л ;

б ) если /0(/), / ,(/ )........./„(/) и g0(t) ,  y , ( l ) , . . . ,  gn(t)  -  д ва  op.
тогон альн ы х б ази са , обладаю щ и х у к азан н ы м  сво й ств о м , то  (при 
со о тветству ю щ ей  нумерации) м ногочлены , входящ и е в эти  бази­
сы , разл и ч аю тся лиш ь скалярн ы м  м н ож и тел ем : у , ( 0  =  а ,/ ,^ ) ,  
1 =  0 , л.

4 8 .2 1 .  В п р остр ан стве Л/„ в вести  скал я р н о е произведение 
т а к , чтобы  базис

t7 Г
М ,  2 , ,  . . . .  ^

ста л  ортонорм ированны м.
4 8 .2 2 .  Найти какой-нибудь нормированны й в е к т о р , ортого­

нальны й к указанной си стем е век то р о в  вещ ествен н о го  арифме­
ти ч е ск о ю  п р остр ан ства  с со о т в е т ст в у ю щ и м  ск а л я р н ы м  произ­
ведением:

1) ( 2 , 2 ,1 ) ,  ( - 2 , 2 , 3 ) ,  скалярн ое произведение ст а н д а р т н о е ;
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2 ) ( 1 , 2 , 1 , 0 ), ( 1 , 1 , 1 , 1 ), скалярное произведение стандартное;
3 ) ( 1 , —1 , 2 ), скалярное произведение стандартное;
■1 ) ( 1 , 1 ), скалярное произведение задано равенством ( х , у ) =  

Х\У\ +  i i i / j  +  z j !/i +  3 x 2j/2;
5 ) ( 1 , 2 , 0 ), ( 2 , 0 , - 1 ), скалярное произведение задано равен­

ством ( х ,у )  =  4х  1 i/i +  2 х|уг +  2 х 2у, +  2х 7у7 -  х 2у3 -  хЗу,  +  Зх31/э-

4 8 . 2 3 .  Найти какой-нибудь нормированный вектор, ортого­
нальный к указанной системе векторов комплексного арифмети­
ческого пространства с соответсвуюшим скалярным произведе­
нием:

1 ) (1  +  i, 1 -  i ) ,  скалярное произведение стандартное;
2 ) ( - 1 , 1  +  », 0 ), (0 , 1 ,* ) ,  скалярное произведение стандартное;
3) ( l , i , 0 ), (», 1 , 0 ), скалярное произведение задано равенством

( * ,  У) =  +  5 х 2Щ +  х 3Уз +  ix2yi -  1Х3Щ.

4 8 . 2 4 .  Доказать, что процесс ортогонализании, применен­
ный к линейно независимой системе векторов приво­
дит к ортогональной системе ненулевых векторов

4 8 . 2 5 .  Применить процесс ортогонализании к линейно неза­
висимой системе векторов вещественного арифметического про­
странства со стандартным скалярным произведением:

1) /*  =  ( 1 , - 3 , 1 ) ,  / а =  ( 4 . - 5 . 3 );
2 )  /» =  ( 1 , 0 , - 1 , 2 ) ,  / 2 =  ( 2 , 1 , - 1 , 3 ) ;
3) /, = (2,0, -1), U = (5, -1,0), /з = (1,7, —3);
*0 / 1  =  ( 1 , 2 , 2 ),  /а  =  ( 1 , 1 , 0),  / з  =  ( 0, 1 , - 4 ) ;
5 )  / ,  =  ( 2 , 1 , - 2 ) , / 2 =  ( 4 , 1 , 0 ) , / 3 =  ( 0 ,1 , 0 ) ;
6 )  / , =  ( 1 , 1 ,  - 1 , 0 ) ,  /2 =  ( 1 , 2 , 0 , - 1 ) ,  /3 =  ( 0 , 0 , 1 , 0 ) .

4 8 . 2 6 .  Пусть в результате применения процесса ортогонали- 
эации к системе векторов / ь  . . . ,  Д  получается с и с т е м а ^ , . . . ,  <7*. 
Доказать, что:

1 ) если система векторов / ь - . . , / *  линейно зависима, а ее
подсистема i линейно независима, то векторы дх . . . ,
Як- 1  ненулевые, а дк =  в\

2 ) если векторы </i>• • •>5 * - 1 в получаемой системе ненулевые, 
а дк =  в, то в исходной системе векторы / i , . . . , / * _ i  линейно 
независимы, а вектор /*  через них линейно выражается.

4 8 . 2 7 .  Показать, что тригонометрическая система функций 
1 , cos t, sin cos nt, sin nt ортогональна относительно скаляр­
ною произведения (17 .9 )  с П =  - л  и t2 =  тг.

j*
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■48.28. Н пространстве многочленов Л7д го скалярным про. 
изведенном (47.9), п котором /| =  - 1 ,  ( ,  =  1, построит!, орто, 
тональный базис, применив процесс ортогон ал и зац ни к систем* 
многочленрв 1, <, I*, t3.

4 8 .2 9 . Д оказать, что в пространстве многочленов М„ со ска. 
.тарным произведением (47 .9 ), в котором tt =  - 1 ,  t3 =  1, много, 
члены Лежандра

Г о ( 0 = 1 .  *  =

образуют ортогональный базис.
4 8 .3 0 . Доказать, что:
а) любой ненулевой вектор можно вклю чить в некоторый ор. 

тогональнын базис евклидова пространства;
б) любую ортогональную систему ненулевых векторов можно 

дополнить до ортогонального базиса пространства.
4 8 .3 1 .  Дополнить следующие системы  векторов до ортого- 

нальных базисов пространства й 4 (скалярное произведение в 
введено стандартным образом):

1 )  а , = ( 1 , - 2 , 1 . 3 ) ,  а ,  =  ( 2 , 1 , - 3 , 1 ) ;
2 ) а , = ( 1 , - 1 , 1 , - 3 ) ,  а ,  =  ( - 4 , 1 , 5 , 0 ) ;
3 ) а , = ( 1 , 1 , 1 , 2 ) ,  а? =  ( 1 ,0 ,1 ,  - 1 ) ;
4) а , = ( 1 , 2 ,1 , 2 ) ,  а 2 =  ( 1 , 1 , —1, —1).

4 8 .3 2 .  Дополнить следующие систем ы  векторов до ортого­
нальных базисов пространства С3 (скалярное произведение в С3 
введено стандартны м образом):

1) а , =  (1 ,1  -  i, 2 ) , а 2 =  (2 , - 5  +  3», 3 + «);
2) а , =  ( - « ' , 2 , - 4 +  «), а 2 =  (4  -  i ,  — 1, *)-

4 8 .3 3 .  Дополнить следующие систем ы  вектор ов до ортонор. 
мнрованных базисов соответствую щ его ариф м етического про­
странства (скалярное произведение сч и тается  введенны м стан-

11 2 2\ /(  2 и

~ 15’ 15' 3) • “* = !̂  15’ 15’ "
1 1 1 1\ (  1 1 1
2> 2’ 2’ 2 1, аз = V 2 ’ 2 ’ 2’ ”
1

7 з ' ° '

1 \ (  1 1
7 ъ ' ~ ■ ’ л/3
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4 8 . 3 4 .  Н п р остр аи сти е Ж4 со стан д ар тн ы м  скалярны м  произ­
ведением п о ст р о и ть  ортогональны й базис п одп р остр ан ства, на­
т я н у то го  на си стем у  векторов:

1) а ,  =  ( 2 , 3 , - 4 , - 6 ) ,  а 2 =  ( 1 , 8 , - 2 , - 1 6 ) ,  
а 3 =  ( 1 2 , 5 , - 1 4 , 5 ) ,  а Л =  ( 3 , 1 1 , 4 , - Г ) ;

2 )  в ,  =  ( 1 , 1 , - 1 , - 2 ) ,  в 2 =  ( - 2 , 1 , 5 , 1 1 ) ,  
а л =  ( 0 , 3 , 3 , 7 ) ,  а „ =  ( 3 , - 3 ,  - 3 , - 9 ) .

4 8 . 3 5 .  Н п р о ст р ан стве  С3 со стан д ар тн ы м  скалярны м  произ­
ведением п о ст р о и ть  ортогональны й базис п одп р остр ан ства, на­
тя н у то го  на си стем у  векторов:

1 )  а ,  =  ( 2 , 1 ,  - г ) ,  а 2 =  (3  +  * ,0 ,  - 2 ) ,  а 3 = ( 0 , 6  -  t , 1);
2 )  а ,  =  ( 0 ,1  -  i , 2 ) ,  а ,  =  ( 1 , 2 , 2 -  i ) ,  а 3 =  ( г, 2 ,5  +  2 г).

4 8 . 3 6 .  Н айти разм ер н ость подпростран ства, образованного 
всеми вектор ам и  х ,  для которы х (я , х)  =  0 , где а  -  некоторый 
ф иксированны й ненулевой вектор рассм атри ваем ого п-мерного 
евкли дового  п р о ст р ан ства .

4 8 . 3 7 .  П од п р остр ан ство  L  ариф метического п р остр ан ства 
со  ст а н д а р т н ы м  скаляр н ы м  произведением описано системой ли­
нейных уравнений. Н айти какой-либоортонормированны й базис 
L,  если :

1) I ,  -  X j  -  х 3 =  0; 2 ) я ,  -f х 2 + х 3 +  х л =  0;

( *i -  x2 - X3 -  x4 = 0,
3) x, — 2x2 + x3 + 4x4 = 0,

Ы - 3x3 -  6 x4 = 0;
(  * i -  2x2 -- x3 + 2x4 + 14x5 := 0

4 )  -13X;i + x2 -- 3x3 — 8 x4 — 7 x5 := 0 ;
( X1 + 3x2 - x3 — 3x4 + 4xs = 0,

5) < X, -  X2- x3 + x4 = 0 ,
u + 2 x2 + x3 -  5x5 = 0;
f X1 + x2 -- x3 — x4 + x5 = o,

6 ) < Xi -  2 x2 -- 4x3 + 3x4 = 0 ,
1 3x l — 6 x3 + x., + 2x5 = 0 .

4 8 . 3 8 .  П у сть  , . . . ,  Л  -  линейно независимая систем а векто­
ров евкли дова (уни тарн ого) п ростран ства, ~ си стем а,
полученная из нее процессом ортогонализапии. Д о к азать , что 

dot G { f ......... .. / *) =  del G (g u . . .  , g k) =  Ы 2 • • • M 2-
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4 8 . S 9 .  П у сть  G  =  ( 7 ( c i , . . . , e n ) - м атр и ц а Г р а м а  базис4 
С | . . . . , г „  евкли дова п р о стр ан ства  Е .  Н айти м атр и ц у переход^ 
к биортогональном у базису и его  м атр и ц у Г р ам а .

4 8 . 4 0 .  П усть S  - м атри ц а перехода о т  б ази са  е к базису 
г*. Н айти м атрицу перехода о т  б ази са /, би ортогон альн ого дл„ 
б ази са  е, к базису / ', биортогонального к /:

а )  в евклидовом  п р о стр ан стве;
б )  в унитарном  п р остр ан стве.
4 8 . 4 1 .  Д о к а за т ь , ч то  определитель Г р а м а  лю бой системы  

в ек то р о в  не превосходит произведения к в а д р а т о в  длин векторов 
с и ст е м ы , причем р авен ство  имеет м есто  т о л ь к о  в сл у ч а е , когда 
ли бо вектор ы  попарно ор тогон альн ы , либо один из них нулевой,

4 8 . 4 2 .  Д о к а за т ь , ч то  в  евклидовом  (у н и тар н о м ) простран- 
с т в е  к аж д ая  из двух би ортогон альн ы х си стем  в ек то р о в  е ь  . . .  , е* 
и / ь  • • •, Д  линейно независим а.

4 8 . 4 3 .  П усть е | , . . . , е „  и /l f . . . , / n -  би ортогон альн ая пара 
б ази со в  в евклидовом (у н и тар н ом ) п р о ст р а н ств е  Е  ( U ). Д ока­
з а т ь ,  ч т о  координаты  п роизвольного век т о р а  х  в б ази се e i , .  ■ ., еп 
вы ч и сл я ю т ся  по ф ормулам

I,' — ( l ,  /,"), t =  1, 71.
4 8 . 4 4 .  П у сть  х е и у} - коор ди н атны е столбц ы  вектор ов х 

и у  со о тв етств ен н о  в б ази сах  е й /  евк л и д о ва  п р о ст р а н ства  Е. 
Д о к а з а т ь , ч то  р авен ство

(* .!/ )  =  х * у }
вы полн ен о т о гд а  и то л ь к о  т о г д а , к о гд а  б ази сы  е й /  образую т 
би ор тогон альн ую  пару. С ф ор м ули р овать и д о к а за ть  ан алоги ч­
ное у т вер ж д ен и е в унитарном  п р о ст р ан стве  U .

4 8 . 4 5 .  П у сть  Е  -  п-мерное евкли дово (у н и тар н о е) п р остр ан ­
с т в о . Д о к а з а т ь , ч т о  для всякой линейно независимой систем ы  
в ек то р о в  в|, . . . ,  е * , к  <  п , су щ е ст в у е т  би ортогональная си стем а. 
К ак  о т л и ч а ю т ся  друг о т  др уга  си стем ы  век то р о в , к аж д ая  из 
ко то р ы х о б р азу ет  с систем ой е | , . . . , е *  би ортогон альн ую  пару?

4 8 . 4 6 .  П у сть  Е  -  конечномерное евкли д ово  (у н и тар н о е) про­
ст р а н с т в о . Д о к а за т ь , ч то  си стем а вектор ов  e t , . . . ,  e t им еет един­
ствен н у ю  биортогональную  си стем у  т о г д а  и то л ь к о  т о г д а , когда 
век то р ы  € j , . . .  , е* о бр азую т базис п р о ст р а н ств а  Е .

4 8 . 4 7 .  П у сть  е й /  биортогональная пара б ази со в  в евкли­
довом (у н и тар н ом ) п р остр ан стве Е  ( U ) , х с и х/ -  координатны е 
столбц ы  произвольного векто р а х в б ази сах  е й /  со о тветствен -



lj.1.9 . О р т о г о н а л ь н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а 71

но, a G (e ) и G { f )  -  матрицы Грама этих базисов. Доказать,

Ч‘ ° 1 )  / =  eC 'U Y ,  2 ) х ,  = СГ{с)х..
Найти биортогональные базисы дли следующих базисов ве­

щественного арифметического пространства со стандартным 
скалярным произведением:

4 8 .4 8 .  е, =  ( 1 ,3 ) ,  е2 =  (1 ,5 ) .
4 8 .4 9 .  е, =  ( 1 ,0 ,0 ) ,  е2 =  (0 ,2 ,0 ) ,  е3 =  (0 ,0 ,3 ) .
4 8 .5 0 .  С! =  ( 1 ,1 ,1 ) ,  е2 =  (1 ,2 ,3 ) ,  е3 =  (1 ,4 ,9 ) .
4 8 .5 1 .  ei =  ( 1 ,0 ,0 ) ,  cs =  (3 ,1 ,0 ) ,  е3 =  ( - 2 , - 5 , 1 ) .
4 8 .5 2 .  е, =  ( 1 ,0 ,1 ,0 ) ,  е2 =  ( 0 ,1 ,2 ,0 ) ,  е3 =  (0 ,0 ,3 ,1 ) ,

е4 =  ( 0 ,0 ,2 ,1 ) .
4 8 .5 3 .  с , =  ( - 2 , 1 , 1 , 1 ) ,  е2 =  ( 1 , - 2 , 1 ,1 ) ,  е3 = ( 1 , 1 , - 2 ,1 ) ,  

е< =  ( 1 , 1 , 1 , - 2 ) .
4 8 .5 4 .  е, =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,е 2 =  (1 ,1 ,1 ,0 ) ,  е3 =  ( 1 , 1 ,0 ,0 ) ,

«л =  ( 1 ,0 ,0 ,0 ) .

4 8 .5 5 .  Найти биортогональный базис для базиса в) = ( l , 0 , i ) ,  
е2 =  ( l , i , 0 ) ,  е3 =  (0 ,1 ,1  +  i) пространства С3 со стандартным 
скалярным произведением.

4 8 .5 6 .  В арифметическом пространстве R4 со стандартным 
скалярным произведением построить систему векторов, биорто- 
гональную указанной системе векторов и принадлежащую их ли­
нейной оболочке:

а) е , =  ( 1 , 1 ,1 ,1 ) ,  е2 =  ( 1, 1,1 ,0 ) ;
б) е, =  ( 1 , 1 , 0 , 1 ) ,  е2 =  ( 1 , 0 , - 1 , 0 ) ,  е3 =  ( 0 , 0 , - 1 , 1 ) .

4 8 .5 7 .  П усть в пространстве многочленов М3 скалярное про­
изведение задано формулой (47 .9 ), в котором tt =  - 1 ,  <2 =  1.

1) П остроить систему векторов, биортогональную системе 1, 
t, t7 и принадлежащ ую линейной оболочке этих векторов.

2) П остроить базис М3, биортогональный базису 1, t, t3, t3.

§49. Ортогональные подпространства

П у с т ь  L -  линейное п о д п р о стр ан ство  евклидова (унитарного) простран­
с т в а  Е  (U). В е к т о р  х н а зы ва ется  ор того н ал ьн ы й  к подпространству L, 
если  он о р того н ал ен  лю бом у вектор у  у £  L . О б о з н а ч е н и е :  г  X i .
____О ч еви д н о , ч т о  г  X  £ ( a i , . . . , a * )  т о гд а  и тол ько  то гд а , когда г  X  a , ,  i =
1 ,1 .  Совокупность всех векторов г  £  £  ({/), ортогональных подпростран­
ству  L , назы вается ортогональным дополнением  к / . .О б о з н а ч е н и е :  L 1 .
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Т е о р е м а  4 0 .1 .  Орто«ом<м»мое доп олн ен и е  к п о д п р о стр а н ству  
в и л я ете .»  яимгЛмыж подпрост ронст пом .

П р и м е р  49.1 , Найти ортогональное дополнение к линейному пол про. 
ст р а и ст в у  /., натянутом у на векторы  в i =  ( l , < i - 2 ,  1), аз =  ( 2 , 5 ,  —1 ,- 2 ) ,  
а з  =  ( I , - 2 , 4 ,  - Т ) ,  в ,  =  ( 1 , 7 , - 5 , 5 ) .  С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в п р о с т р » м. 

с т а е  R *  введено стан дар тн ы м  образом.
Р е ш е н  н е. В г к г о р х  =  ( ц .х я ,  х з .х « )  пр инадлеж ит ор тогональному д а  

под ней ню к подпространству L  =  £ ( а | ,а з ,о з ,а >) в том  и то л ьк о  том случае, 
когда он ортогонален каж дому вектору а , , i =  1 ,4 :

{( * ,  o i )  =  0 , [  * | + 4 г з - 2 х з +  х 4 = 0 ,
( х ,о э )  =  П, .__ . 1 2 ц + 5 х з -  х з - 2 х « = 0 ,

( х ,а з )  =  0 , <==> ]  Х| - 2 r j +  4 и  -  7 ц  = 0 ,
(х , a4)  =  0 I  и  +  7 x j  -  5 х 3  +  5х< =  0.Опиш ем м н ож ество решений этой си стем ы , построив ее ф ундаменталь. 

ну к» си стем у  решений:

'  1 4 - 2 1 1 ° 1 ' 1 4 - 2 1 0 ‘ 1 4 - 2 1 0 ‘
2 5 - 1 - 2 0 0 - 3 3 - 4 0 0 - 3 3 - 4 0
1 - 2 4 - 7 0  “ * 0 - 6 6 - 8 0 0 0 0 0 0

1 »  7 - 5 5 o j 0 3 - 3 4 0 0 0 0 0 0

=> е , =  ( 1 3 , - 4 , 0 , 3 ) ,  е2 =  ( - 2 , 1 , 1 , 0 ) .
П остроеинал ф ундаментальная си ст ем а  решений ц ,  ез о б р азу ет  базис 

п р о стр а н ств а  решений си стем ы , и сл ед овател ьн о, явл я ется  базисом оргого. 
нальи ого дополнения Таки м  образом , £ 1  =  £ ( e i , e 2 ). •

П р и м е р  49 .2 . Найти ор тогональное дополнение к подпростран ству 
L. заданном у системой

*1 + -  2хз +  х» = 0 ,
2 x i + 5 r j -  х з - 2 х 4 = 0 ,  

i i  -  2 х з  +  4 х 3 -  7х< =  0 ,  
*1  +  7 х з  — 5 х з  +  5 х «  =  0 .

С каляр н ое произведение в п р о стр ан стве  Я *  введено ста н д а р тн ы м  образом.
Р е ш е н  н е . О бозначим через а , , а з ,  а з , а 4 векто р ы , компоненты которых 

я вл я ю тся  яоэф фиииентамк заданной си стем ы  уравнений: a j =  ( 1 , 4 , —2 ,1 ),  
в з  =  ( 2 , 5 , - 1 , - 2 ) ,  a i  =  ( I ,  —2 .4 ,  —7 ), а« =  ( 1 , 7 , - 5 , 5 ) .  Из правила (-17.1), 
зад аю щ его  скалярн ое произведение, сл ед у ет, ч то  вектор  z =  ( x i , х 2| х з , х 4) 
пр инадлеж и т подпростран ству L  то гд а  и то л ьк о  то гд а , когда

( !

X ,  О)
х , аз 
х .а 3 
х .а ,

= 0, 
= 0, 
=  0. 
= 0,

х X  С (а \, а з , а з , а « ).

Э т о  о зн ач ает , что  =  £ ( 0 1 , 0 3 , 0 3 , 0 1 ) и дли построения бази са ортогон аль­
ного дополнения до статочн о найзн базис указанной линейной оболочки:

■ 1  4 - 2  1 а ,  Г 1  4 - 2  1 '
2  5 - 1 - 2 аз  0 - 3  3 - 4
1 - 2  4 - 7 аз — 0  0  0  0
1 7 - 5 5 а« [  0  0  0  0

О]
аз -  2а1 
3 a i -  2аз +  аз 
—3 a j +  а 2 +  а*
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О т сю д а  сл ед у ет , что базис L 1 образуют векторы
П =(1,4. -2.1). е» = ((1,-3,3,-4). >

Т  с о р о м  а 4 0 .2 .  Если  /. пикейное подпрост ранст во E ( U ) , то

/.©  /,А =  £  (U).

С л е д е  т о й  с. Если  /. - линейное подпрост ранст во Е  (U),  т о дл» л ю ­
б о г о  в е к т о р а  / £  Е  ( U ) сущ ествует, и притом единственное,  р а з л о ж е н и е

/ e  J + Л , (49.1)
гд е  g £  L , h L  L .

В ектор  g п разложении (4 9 .1 ) назы вается орт огональной  проекцией в е к ­
т ора  / на п одп р ост р ан ст во  L , а вектор А ортогональной сост авляющ ей  
вект ор а  } .

Задачу разложения (4 9 .1 ) вектора на ортогональную проекцию и орто­
гональную составля ю щ ую  н азы ваю т задачей  о перпендикуляре.  О ртого­
нальную составл я ю щ у ю  А в разложении (49 .1 ) назы ваю т так ж е перпенди­
куляром, опущенным из в е кт ор а  / на подпространство L , а сам вектор / 
- наклонной к п одп рост ранст ву  L .

П одпростр анства L , и Lj  евклидова (унитарного) пространства назы­
ваю тся орт огональным и,  если любой вектор каждого из них ортогонален 
другому подпространству. С ум м а конечного числа попарно ортогональных 
подпространств назы вается орт огональной  суммой.

П р и м е р  4 9 .3 . Найти ортогональную проекцию и ортогональную со­
ставляю щ ую  вектора / =  ( 5 , 8 , - 4 , - 1 )  на подпространство L, натянутое 
на векторы  а ] =  ( 1 , 4 , —2 ,1 ) ,  a j  =  (2 ,5 ,  —1, - 2). Скалярное произведение в 
пространстве 1R* введено стандартны м  образом.

Р е ш е н и е .  Зам ети м , что векторы a i ,a j  образуют базис L. В  силу 
определения ортогональной проекции требуется построить разложение / =  
5 +  А, где g £  L,  Л £ L x , или, что то же самое, найти такие числа a , , a j  6  Я  
и такой вектор h £  , что

/ =  Q ,a , +  a j a j  +  Л.
Умножим скалярно обе части этого равенства на векторы а , и a j .  Так 

как (A ,a i)  =  (A ,a 3) =  0, то  получим

/ 2 2 а ,  + 2 2 а 1 =  44, 
 ̂2 2 a , +  34q j  =  56 <=> а ,  =  а г  =  1.

Таким  образом, вектор g =  a , +  a j  =  (3, 9, - 3 , - 1 )  -  ортогональная про­
екция вектора / на подпространство L, а вектор А =  / — g =  (2, — 1, —1,0 ) - 
его ортогональная составляю щ ая.

З а м е ч а н и е .  О тм ети м , что в этом решении сначала найдена проекция 
g =  a , e ,  + a j e j ,  а потом перпендикуляр A =  f —g. Очевидно, что можно было 
бы сначала искать перпендикуляр А =  д\Ь\ +0зЬ?,  предварительно построив 
базис 61,62 подпространства L x . В данной задаче базис L уже дан (это  
векторы a j.a v ) ,  этим оправдано то, что поиск ортогональной проекции и 
перпендикуляра начат с проекции

Вообще говоря, построение базиса как L, так и L x , не столь затрудни­
тельно. Полое трудоемко составление и решение системы с матрицей Грама 
базисных некторов. Поэтому при выборе вектора, с которого надо начинать
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разлож ение вектора /, ж елательно уч и ты п ать разм ерности зти х иодпр^ 
с т р а н с т в : если dim /. <  dim L x , то  лучш е начинать разложение с 11роскщ)ц 
д, а если  dim L >  dim L x , то  с Л. ■

П р и м е р  -49.4. Найти ортогональную проекцию матрицы  F  = 5 3 
4 3

на п одп р остр ан ство  L всех квадратны х матриц второго порядке с нулсвы^ 
следом . С калярное произведение и п ространстве К ,|<г введено стан дартн ы ^  
образом .

Р е ш е н и е .  В силу изометрии евклидовы х п ростран ств IR,K l и К 4 Со 
стан д ар тн ы м и  скалярными произведениями поставленная задача экпималрц. 
тн а  следую щ ей задаче:

найти ортогональную  проекцию вектора / =  ( 5 , 3 ,4 ,3 )  на подпростран, 
стн о  £ ;  r i  +  г« =  0.

К ак  сл ед ует из решения примера 49 .2 , ортогональное дополнение £J. 
явл я ется  линейной оболочкой, натянутой на вектор О] =  ( 1 , 0 ,0 ,1 ) .  Поэтому 
(с м . зам ечание к примеру 49.3) разложение / =  д  +  А, д  €  А, Л €  будем 
и ск а т ь  в виде

/ = д  +  Q ia i,  д С £ ,  Qi € К.
У м н ож и м  скалярно обе части этого р авен ства на вектор в ] .  Т ак  как 

( д . o i I =  0 , то  получим

( / . □ о  =  a i ( a i , a i )  < = >  2 o i  =  8  <=> a i  =  4 .
Т а к и м  образом, вектор А =  4ai =  ( 4 ,0 ,0 ,4 )  -  ортогональная составляю - 

ш ая векто р а / а вектор д  =  / -  А =  ( 1 ,3 ,4 ,  — 1) -  ортогональная проекция 
век т о р а  / на подпространство L.

И так , ортогональной проекцией матрицы F  на указанное подпростран­

с т в о  явл я ется  м атрица G  =  I . , . •

П р и м е р  49.5 . Найти ортогональную проекцию многочлена / ( 0  =  
2 +  4< +  2 (*  на подпространство L многочленов степени не выш е 4, имеющих 
корни t =  —1, ( =  0 и t =  1. Скалярное произведение в пространстве АЛ 
введено стан дар тн ы м  образом.

Р е ш е н и е .  .Многочлен /(<) =  а0 +  см 1 + а ? !2 +  ад<3 +  а 4/4 имеем корни 
I =  — 1. I =  0  и t =  1 в том и только том случае, если 

Г а0 =  0,
< оо +  oi +  a j  +  ад +  а« =  0,
I  в о  — o i  +  а ?  — а д  +  04 = 0 .

П оэтому в силу кзометрии пространств АЛ и IRS со стандартны ми ска­
лярными произведениями поставленная задача эквивалентна следующей за- 
даче:

найти ортогональную проекцию вектора / =  ( 2 ,4 ,2 ,0 ,0 )  на подпро­
ст р а н ст в о  L,  заданное системой

f x i  = 0 ,
< и  +  Ч  +  х д  +  Г 4 +  х 6 =  о ,
I  Z i  -  Хз  +  Хд -  х 4 +  Ха =  0 .

Исследуем пространство решений последней системы :

I
1
1
1

0 0 0 0 J 0 • [ 1 0  0 0 0 0
1 1  1 ) 1 0 - 4 0 1 1 1 1 0
1 1 - 1  1 1 0 . 0 0 1 0 1 0 .

( 4 9 . 2 )
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О тсю да dim L =  2 и dim =  3 . Так как dim L <  dim (си . таиечанис 
к примеру 4 9 .3 ), то  булги искать разложение / =  j  + Л, }  £  i i  h £ L , »  
пиле

/  -  Л |С | +  f tje j +  /1, <»i, u j  £  R, Л 6 7. I (49.3)
m e e j ,  е* -  какой-либо балис пространства L. Построив фундаментальную 
систему решений системы  (49.2), получим

ei = (0 ,0 ,-1 ,0 ,1 ), е.7 = (0,-1 ,0 ,1 ,9).
Из (4 9 .3 ) следует:

«/ ,еП  =  o i| (e i,e il  +  а Д е з .е Л , 
/ ,е з )  =  a i ( e i , e a )  +  а з ( е з ,с 3) { t a U - 4  <=* *« * - » . « » * - * ■

Таким  обратом, вектор д =  - e j  -  2 e j =  ( 0 ,2 , 1 , - 2 , - 1 )  явлкетск ортого­
нальной проекцией вектора / на подпространство L.

И так, ортогональная проекция многочлена /(1) на укатанное подпро­
стр анств L - это многочлен j ( ( )  =  21 +  (’  -  2t3 -  lV •

З А Д А Ч И

4 9 .1 .  Д о к азать , что ортогональная сумма подпространств 
является прямой суммой.

4 9 .2 .  Д о к азать , что если сумма размерностей подпрост­
ранств в ортогональной сумме ® . . .  ф Lp равна размерности 
всего п ростран ства Е,  то Е  =  L\ ф . . .  ® Lp.

4 9 .3 .  Д о к азать , что сумма L подпространств L U . . . , L P явля­
ется их ортогональной суммой тогда и только тогда, когда сово­
купность ортогональны х базисов этих подпространств дает ор­
тогональный базис L.

4 9 .4 .  П усть Е  =  L i @ . . . Q L p. Доказать, что эта сумма будет 
ортогональной тогд а  и только тогда, когда для скалярного про­
изведения лю бы х векторов х и у из Е,  имеющих по подпростран­
ствам  L i , . . . , L p разложения х — i t + . . .  +  хр и у =  у, + . . . +  ур 
соответствен н о, справедливо равенство

{х ,у )  =  (хиУ\) + . . .  + (хр,ур).
4 9 .5 .  Линейное пространство V разложено в прямую сумму 

подпространств: V = L \ @ . . . Q L P. Доказать, что скалярное 
произведение в V можно определить таким образом, чтобы под­
пространства в этом разложении были все попарно ортого­
нальны.

4 9 .6 .  Д оказать , что если Л и  В -  матрицы одного размера и 
В г Л =  О,  то  rg( Л + В)  =  rg .4 + rg В.
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4 9 . 7 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  ортогонально*' дополнение и гп к л и д он ^  
( у н и т а р н о м )  п р о с т р а н с т в е  Е  облапает гл о д у ю т и м и  ен о й ств а м и.

а )  ( / > ) х  =  L ; б )  огли /. ,  С /  », т о  с  Z,f;
n )  ( £ .  +  / , а ) х =  Л х П / , х ; г )  ( / „  П / , , ) ^  = L f  +  / , х ;
л )  £Г Х -  { 0 } ,  { 0 } х  =  £ \
4 9 . 8 .  П у с т ь  .4 н В  матрицы размера m  х  п к к х  п  соот. 

в с т с т в с н н о ,  причем если Л г  =  О для некоторого с т о л б ц а  х ,  то к 
f i x  =  О. Д о к а з а т ь ,  ч т о  В  — С -1 ,  где С  м атри ц а р а з м е р а  к х щ

4 9 . 9 .  П о д п р о с т р а н с т в а  L x и L 3 д а ю т  п прямой су м м е  псо 
е в к л и д о в о  (у н и т а р н о е )  п р остр ан ств о  Е.  Д о к а з а т ь ,  ч го этим же 
с в о й с т в о м  о б л а д а ю т  и их ортогональные дополнения, т .е .

Е  =  L f  ф L x .
4 9 . 1 0 .  П у с т ь  /. и L\ линейные п о д п р о с т р а н с т в а  евклидова  

( у н и т а р н о г о )  п р о с т р а н с т в а  Е ,  причем L x С L.  О б о зн а ч и м  через
L f  о р т о г о н а л ь н о е  дополнение подпр остр анства Ь х в С ,  через L XX 
— о р т о г о н а л ь н о е  дополнение L x в L.  П ок азать ,  ч т о  L ,  =  L f n L .

4 9 . 1 1 .  П у с т ь  L 1 и L 3 линейные п о д п р о с т р а н с т в а  евклидова  
^ у н и т а р н о г о )  п р о с т р а н с т в а ,  причем dim L x <  dim L 3- Доказать,  
ч т о  в L-j н а й д е т с я  ненулевой вектор, ортогон альны й  всем  векто­
р а м  ИЗ I j .

4 9 . 1 2 .  В  п р о с т р а н с т в е  ГХ* со  ста н д а р т н ы м  с к а л я р н ы м  произ­
в е д е н и е м  н а й т и  б ази с  ортогонального дополнения линейной обо­
л о ч к и  с и с т е м ы  вектор ов:

а  а ,  =  1 1 , 0 , 2 . 1 ) ,  а ,  =  ( 2 , 1 , 2 , 3 ) ,  а 3 =  ( 0 ,  1 , - 2 ,  1) ;
6 ) а ,  =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  а а =  ( - 1 , 1 , - 1 , 1 ) ,  а 3 =  ( 2 , О, 2 , 0 ) ;
в ;  о ,  =  ( 1 , 3 , 0 , 2 ) .  а 3 =  (3 ,  7, -  1 , 2 ) ,  а 3 =  ( 2 , 4 , - 1 , 0 ) .

4 9 . 1 3 .  В  п р о с т р а н с т в е  комплексных а р и ф м е т и ч е ск и х  векто­
р о в  н а й т и  б а з и с  ортогон ального дополнения линейной оболочки 
с и с т е м ы  в е к т о р о в  а х =  ( 0 , 1  +  2 i, — *),  а3 =  ( 1 , — 1 , 2  — t )  в двух 
с л у ч а я х :

а »  к о г д а  п р о с т р а н с т в о  комплексное со  с т а н д а р т н ы м  скаляр­
н ы м  пр ои зв ед ен и ем ;

б )  к о г д а  п р о с т р а н с т в о  вещественное, а ск ал я р н ое  произведе­
н и е  з а д а н о  р а в е н ст в о м  ( 4 7 .5 ) .

4 9 . 1 4 .  В арифметических пространствах Р* (д л я  пунктов а) 
и б ;  ) и С э (д л я  nvHKia в ) )  со стандартными скалярными произ­
в е д е н и я м и  н а й :  и си стем ы  уравнений, з а д а ю щ и е  ортогональные
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дополнения к п о дп р остр ан ствам , описанным каждой из следую ­
щих си стем ой  уравнений:

4 9 . 1 5 .  Д о к а з а т ь , ч то  си стем ы  линейных уравнений, за д а ­
ющие линейное п о д п р остр ан ство  L в  п р остр ан стве R " со  с т а н ­
дартн ы м  ск ал я р н ы м  произведением и его ортогональное допол­
нение L 1 , свя за н ы  следую щ им  образом: коэффициенты си ст ем ы , 
задаю щ ей одно из э т и х  п одп р остр ан ств, явл я ю тся  коор ди н ата­
ми в е к т о р о в , п ор ож даю щ и х другое подп ростран ство .

4 9 . 1 6 .  Н ай ти  си стем ы  линейны х уравнений, опи сы ваю щ и е 
п о д п р о стр ан ство  L ,  задан н ое в зад ач е 4 9 . 1 2 ( b ) ,  и  его ор тогон ал ь­
ное дополнение

4 9 . 1 7 .  В  п р о ст р а н ст в е  многочленов А/„ скалярн ое произве­
дение введен о ст а н д а р т н ы м  образом. Н айти ортогон альное до­
полнение п о д п р о ст р а н ст в а :

а )  м н огоч л ен ов , у довлетвор яю щ и х условию  / (1 )  =  0 ;
б ) м н огоч л ен ов , удовлетвор яю щ и х условию  / ( - 1 )  =  / (1 ) ;
в ) м н о го ч л ен о в , у довлетвор яю щ и х условию  / (1 )  +  / '(1 )  =  0 ;
г )  всех  ч е т н ы х  м ногочленов п р о стр ан ства  Л/„.
4 9 . 1 8 .  В  п р о ст р а н ст в е  Ж"* "  со стан д ар тн ы м  скаляр н ы м  про­

изведением н ай ти  ор тогон альное дополнение к п о дп р о стр ан ству :
а )  м а т р и ц  с н улевы м  следом;
б ) си м м ет р и ч еск и х  м атр и ц ;
в )  к о со си м м ет р и ч еск и х  м атри ц;
г ) вер хн и х  т р е у го л ь н ы х  м атриц.
4 9 . 1 9 .  К в а д р а т н а я  м атр и ц а А порядка п т а к о в а , ч то  для 

любой м а т р и ц ы  А' порядка п с нулевы м следом t r .4 A  =  0 . Д о­
к а з а т ь , ч т о  А  -  ск ал я р н ая  м атри ц а.

4 9 . 2 0 .  К в а д р а т н а я  м атр и ц а Л порядка п та к о ва , ч т о  д л я лю ­
бой си м м етр и ч еск о й  м атр и ц ы  A” G R " * '' выполнено соотнош ение 
1г Л А  =  0.

1. Д о к а з а т ь , ч то  А кососим м етрична.

f х ,  +  (1 -  i ) x t -  ix-j =  0, 
\ - i x i +  4жа = 0 .
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2 . Ч т о  мож но с к а з а т ь  о квадр атн ой  м атр и ц е А,  если  со о т. 
нош ение tr.-bY =  0  вы полнено для лю бой кососи м м етри ческой  
м а т р и ц ы  X  порядка п?

4 9 . 2 1 .  Н енулевая к вад р атн ая  м атр и ц а  А порядка п та к о ва , 
ч т о  д л я  лю бой сто хасти ч еск ой  м атр и ц ы  Л' п ор ядка п  вы полнено 
соо тн о ш ен и е tr/lA' =  trA. Д о к а з а т ь , ч т о  ран г м атр и ц ы  А равен 
единице.

4 9 . 2 2 .  К в а д р а т н а я  м атр и ц а А п орядка п  т а к о в а , ч т о  для 
лю бой  д в а ж д ы  сто х асти ч еск о й  м атр и ц ы  X  п ор ядка п вы полнено 
со о тн о ш ен и е trA.Y =  trA. Д о к а з а т ь , ч то  ран г м а т р и ц ы  А не 
п р е в о сх о д и т  д ву х .

4 9 . 2 3 .  Н айти б ази с о р тогон ал ьн ого  дополнения линейной 
о б о л о ч к и  си ст е м ы  в ек то р о в  евкл и д ова  п р о ст р а н с т в а  Е ,  з а д а н ­
н ы х  в н ек отор ом  ортонорм ированном  б а зи се  Е  коор ди н атн ы м и  
с т о л б ц а м и :

4 9 . 2 4 .  В  ар и ф м ети ч еск о м  п р о ст р а н с т в е  со  с т а н д а р т н ы м  с к а ­
л я р н ы м  прои зведен и ем  н ай ти  о р тон ор м и р ован н ы й  б а зи с  о р т о го ­
н а л ь н о го  дополнения линейной оболочки  сл ед у ю щ и х  с и ст е м  в е к ­
т о р о в :

4 9 . 2 5 .  Н ай ти  б а зи с  о р т ого н ал ь н о го  дополн ен и я п о д п р о ст р а н ­
с т в а  в е к т о р о в , ко о р ди н аты  Z | ,. . . ,  z „  к о т о р ы х  в н ек о то р о м  ор го- 
н о р м и р о ван н о м  б а зи се  ев к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а  у д о в л е т в о р я ю т  
с и с т е м е  ли н ей н ы х ур авн ен и й :

а )  ( 1 0 , 1 ,  —7 )т ; б )  ( 1 , 1 , 1)т , ( 1 , - 4 ,  - i f ;

в )  ( 1 , —5 , 2 , —9 )т ; г )  ( 1 , 1 ,  - 5 , 1 )т , ( 2 , - 7 , 2 ,  i f ;

д )  ( - 1 , 3 , 0 , I f ,  ( 4 , 2 , 1 ,  I f ,  ( 3 , 5 ,  l , 2 f .

а )  о , =  ( 1 , 2 , 1 ) ;  б ) а ,  =  ( 1 , - 1 , 1 , - 1 ) ;

в) а ,  =  ( 1 , 3 , - 1 , 1 ), а ,  =  ( 2 , 5 , - 2 , 3 ) ;
г) а, = (1 ,2 ,-1 ,-3 ) ,  а2 = (2 ,1 ,1 ,-9), а3 = (1 ,4 ,-3 ,-1 ) ;
д )  a v =  ( —1 , 0 , 1 , 2 , 1 ) ,  о 2 =  (2 ,  —3 , 1 ,  —1 , 4 ) ,  а 3 =  ( - 1 , - 1 , 2 , 3 , 3 ) .
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( i|  +  2 х 2 +  x 3 +  2 х ч + 5 x s =  О, 
2 x , + 3 x 2 +  x „ + 6*5 =  0,

3 x ,  +  x , - 7 x 3 - 9 x 4 - 5 x s =  0, 
5 * i  +  t i j  — 7 x 3 -  вх^ +  x 5 =  0.

4 9 . 2 6 .  Н айти си стем у линейных уравнений, описы ваю щ ую  
ортогон альное дополнение линейного подпространства, ладанно­
го в некотором ортонормированием базисе евклидова простран­
с т в а  систем ой уравнений:

а){

В){

х ,  +  х 2 -  х 3 =  О, 
х ,  -  х г +  2 х 3 =  0 ;

х ,  -  х 2 -  2*1 =  0 ,
2*1 -  2 х 2  +  х 3 -  З х 4 =  0;

б )  х , +  2 х 2  +  5 * 4  =  0 ;

I X, +  * 2 - 4 * 3  = 0 ,
х , - 3 х 2 -  8 х 4  =  0 ,

2 х , -I- Зх2 -  9 х 3 +  2 *4  =  0;{ * !  ~  * з +  i-t =  0,
х ,  -  2 х 2 -  х 3 -  *4 =  0,

З х , +  5 х 2 -  х 3 +  2 *4  =  0.4 9 . 2 7 .  П у ст ь  Ах — b -  вещ ественная систем а т  линейных 
уравнений с п н еизвестны м и, а \ , . . . , а 'т строки, а и . . . , а п -  
столбцы  м атр и ц ы  А. Будем р ассм атр и вать решение х системы  
и стр оки  м атр и ц ы  А как векторы  арифметического простран­
с т в а  R " ,  а сто л б ец  правы х частей Ь и столбцы матрицы  А как 
вектор ы  ариф м етического пространства Кт . П усть в простран­
ст в а х  R " и R m скалярн ы е произведения введены стандартны м  
образом . О бозначим  через L и М линейные оболочки со о твет­
ствен н о век то р о в  a ' j , . . . , n 'm и a , , . . . , a „ .  П оказать, что:

1) м н о ж ество  всех решений однородной системы  уравнений 
Ах  =  0 с о в п а д а е т  с 1Л \

2 ) м н о ж ество  всех решений сопряженной однородной системы  
уравнений АТ у  =  0 е с т ь  М 1 ;

3 ) си ст ем а  уравнений Ах =  Ь разрешима тогд а  и только то ­
гд а , к о гд а  6 £  М ;

4 )  опи раясь на предыдущ ие пункты, доказать теорему Фред­
гольма:  си ст ем а  уравнений Ах  =  Ь разрешима тогд а  и только 
т о гд а , к о гд а  столбец  b ортогонален любому решению у сопря­
женной однородной систем ы ;

5) д о к а за ть  альт ернат иву  Фредгольма:  либо систем а урав­
нений Ах =  Ь разреш им а при любой правой части Ь, либо сопря­
женная однородная систем а имеет нетривиальное решение.

4 9 .2 8 .  П усть е , , . . . ,  е п и биортогональные базисы
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евкл и д ова  (унитарного) простран ства и /.* =  £ ( c i , . . . , e * ) ,  к  < 
п . Д о к а за т ь , что L$  =  £ ( Д 4 | , . . . ./ „ ) .

4 9 . 2 9 .  Д о к азать , ч то  в лю бы х лвух п одп р остр ан ствах  ев­
клидова (уни тарн ого) п р остр ан ства можно вы б р ать  ортонорми- 
роп ан н ы еб ази сы  , . . . , с* и т а к , чтобы  (е,-, f , ) — 0 при
I ф j  и (с * ,/ ,)  >  0 для всех i.

В п р о стр ан стве  й 4 со стан дар тн ы м  скалярн ы м  произведени­
ем  найти ортогональную  проекцию д  и перпендикуляр h ,  опу- 
ш ейный из вектора / на подпространство /., н атя н у то е на век ­
тор ы  а ь  а 2, од.

4 9 . 3 0 .  а , =  ( - 3 . 0 , 7 , 6 ) ,  а 2 =  ( 1 , 4 ,3 , 2 ) ,  а 3 =  ( 2 , 2 , - 2 , - 2 ) ,
/ =  ( 1 4 , - 3 , - 6 , - 7 ) .

4 9 . 3 1 .  а ,  =  ( 1 , 3 .3 , 5 ) ,  а 2 =  ( 1 , 3 , - 5 ,  - 3 ) ,  а 3 =  ( 1 , —5 , 3 , - 3 ) ,  
/ =  ( 2 , - 5 , 3 , 4 ) .

4 9 . 3 2 .  а ,  = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  а 2 =  ( 1 , 2 , 2 , —1 ), а 3 =  ( 1 , 0 , 0 , 3 ) ,

/  =  ( 4 , - 1 , - 3 , 4 ) .
4 9 . 3 3 .  а ,  =  ( 2 , 1 , 1 , - 1 ) ,  в ,  =  ( 1 , 1 , 3 , 0 ) ,  в 3 =  ( 1 , 2 , 8 , 1 ) ,  

/ = ( 5 , 2 , - 2 , 2 ) .

4 9 . 3 4 .  В  п р о стр ан стве  С 3 со стан д ар тн ы м  скал я р н ы м  произ­
ведением  найти ортогональную  проекцию  д  и перпендикуляр /г, 
опуш енны й из вектор а / =  ( 0 , - 1  +  i , - l  +  6 i)  на п одп р о стр ан ство  
L ,  н а т я н у т о е  на векторы  a i =  ( - i , 2 +  i , 0 ) ,  а 2 =  ( 2 , - 3  -  t , i ) .

В  п р о ст р ан стве  К4 со стан д ар тн ы м  скал я р н ы м  произведени­
ем н айти ортогон альную  проекцию д  и перпендикуляр h,  опу­
ш енны й из векто р а / на п одп р остр ан ство  Л, зад ан н ое однород­
ной си стем ой  уравнений.

( 3 x j +  2 х 2 +  х 3 -  2x 4 =  0 ,
4 9 . 3 5 .  / =  ( - 3 , 0 , - 5 , 9 ) ,  L  : < 5 x j + 4 х 2 +  З х 3 +  2 х ,  =  0 ,

(  Х| +  2 х 2 +  З х 3 +  10x4 =  0 .

! 2Х ! +  Х2 +  X3 +  3 l4  =  0 , 
З х , + 2 х г +  2 х 3 +  х 4 =  0 ,

Xi + 2х2 + 2х3 -  9х4 = 0.
4 9 . 3 7 . / =  ( 8 , - 2 , 8

f  X j — 2 z 2 +  х 3 = 0 ,  
\ х ,  -  х 2 +  4 х 3 +  х 4 =  0.

! х ,  +  х 2 +  х 3 -  х 4 =  0 , 
2 х , +  х 2 +  З х 3 = 0 ,  

4Х| +  З х 2 +  5 х 3 -  2x4 =  0.



§49. Ортогональные подпространства 81

В  п р о ст р а н ств е  С " со стан п артн ы м  скалярны м  произведени­
ем найти о р тогон альн у ю  проекиию д  и перпендикуляр Л, опу­
щенный из век т о р а  / на п одпространство /,, заданное однород­
ной си стем ой  уравнений.

4 9 . 3 9 .  / =  (0 ,  - 7 i , 7  +  7»), L  : z ,  -H 'z j -  (2  -  i ) z 3 =  0.
4 9 . 4 0 .  / =  ( 4 , - 4 , 4»')» Л : z ,  +  (1 + i ) x 7 -  i z 3 =  0 .

4 9 . 4 1 .  / =  ( 3 - i , l + 2 i , 2 , - i ) ,  L . / ( 2 +  , ) * « + * a  +  2 * 3  +  i*4  =  0 1
v ’ ’ h \ 5 z j  —2 i Z j  +  3 z 3 - f 2 z ^  =  0 .

В п р о ст р а н ст в е  М л со стан д ар тн ы м  скалярн ы м  произведе­
нием н ай ти  о р тогон альн у ю  проекцию и перпендикуляр, опущ ен­
ный из м н огочлен а /(<) на подпространство L.

4 9 . 4 2 .  /(<) =  51 +  61г +  81я -f t\  L : (д '(1 )  =  0 } ;
4 9 . 4 3 .  / ( 0  =  3 + 3t + 5t*+3ta- t \  L : f o ( - l )  =  j ( l )  =  j ( 2 ) } ;
4 9 . 4 4 .  / ( 0  =  2 -(- 41г -  71*, Л : {2< / (-1) -  < / '(- !)  =  0 , 

fl(0 )  =  0 , 2 ff( l )  +  fl' ( l )  =  0 } .

4 9 . 4 5 .  Н айти ортогон альную  проекцию д(1)  многочлена 1 +- 
t + t2 +  t3 на линейное подп ростран ство  М . многочленов степени 
не вы ш е первой, если скалярное произведение в А/3 задан о:

а ) с т а н д а р т н ы м  образом р авенством  (4 7 .8 ) ;
б) р а в ен ств о м  (4 7 .9 ) ,  в котором 1, =  0 , 12 =  1;
в ) р а в ен ств о м  (4 7 .1 4 ) ,  в котором а =  1;
г )  р авен ство м  (4 7 .1 5 ) ,  в котором m  =  4.
4 9 . 4 6 .  Д о к а з а т ь , ч то  если в процессе ор гогонализации си сте­

м а век то р о в  Я ], . . . ,  ап переходит в систем у 6Ь . . . ,  6П, т о  вектор  
Ьк е с т ь  перпен ди куляр, опущенный из вектор а а* на линейную 
оболочку си ст ем ы  a i , . . . , a * _ i  ( к >  1).

4 9 . 4 7 .  П у ст ь  e i , . . . , e m -  ортогональны й базис линейного 
п о д п р о стр ан ства  L  евкли дова (унитарного) п р о стр ан ства  Е ,  J  — 
произвольны й векто р  из Е ,  а  д  -  его ортогональная проекция на 
L. Д о к а з а т ь , ч то :

,ч ( / i e 0  .
1) 9 ~  / . j \ 1

ГГ (е*>е*)
2 ) $ 2  <  |/|2 (н ер авенство  Б ессел я );

t= . ( е*>е * )
m |/j   ̂ \|2

3) р а вен ство  И арсеваля У '  , =  \/\г справедливо для
(е * ,е * )

всех вектор ов  / из L т о гд а  и только то гд а , когда L — Е .
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4 9 . 4 8 .  Д о к а за т ь , ч то  если для си стем ы  ненулевы х век горец,
m |/ г \jj

а , , . . . , а т  р авен ство  П арссваля У '  1 - -  =  |/|* выполнено

для всех  вектор ов  /  €  £ ( a t , . . . , e m), то  си стем а а | , . . . , а т  орто, 
гон ал ьн а.

4 9 . 4 9 .  П у сть  Л ] , . . . , a m -  линейно независим ая си ст ем а  век- 
т о р о в  евк л и д о ва  п р о стр ан ства  Е  и G =  G(au . . . ,  a m) -  ее м атри. 
иа Г р а м а . О бозначим  через G~l =  ( 7 ,-*) обр атн ую  к G м атрицу. 
Т о г д а  д л я всех векторов / е  Е  вы полнено н ер авен ство

£  7 .* ( / ,« , ) ( « * ,/ )  < ( / ,/ )•
i , t  =  l

З н а к  р а в е н ст в а  в этом  н ер авен стве д о ст и га е т ся  т о г д а  и то л ько  
т о г д а ,  к о гд а  /  6  £ ( a i ..........®m)-

4 9 . 5 0 .  П у ст ь  а , , . . . , а т  -  линейно н езави си м ая си ст е м а  век­
т о р о в  евк л и д о ва  п р о ст р ан ства  Е  и G  =  G ( a , ,  . . . ,  a m) -  ее м атр и ­
ц а Г р а м а . О бозначим  через G~x — (7 , * )  об р атн у ю  к G м ат р и ­
ц у . Т о г д а  си ст е м а  векторов а , , . . . ,  am о б р азу ет  бази с Е  т о г д а  и 
т о л ь к о  т о г д а , к о гд а  /  6  Е вы полнено р а вен ство

£  7 a ( / . a . ) K , / )  =  ( / ,/ ) .
t , i = l

4 9 . 5 1 .  Д о к а з а т ь  следую щ и е с в о й с т в а  оп р едели теля м атр и ­
ц ы  Г р а м а  си ст е м ы  в ек то р о в  евк л и д о ва  (у н и тар н ого)
п р о с т р а н с т в а :

1 ) det G ( f i , . . . , f m) <  |/i|2 • - . .  •
2 ) р а в е н ст в о  d et G{fu . . .  ,/ m) =  |/,|2 • •  |/m|2 спр аведли во

т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а , к о гд а  либо век т о р ы  об р азу ю т
о р т о го н а л ь н у ю  си ст ем у , либо х о т я  бы один из э т и х  вектор ов 
н улевой .

4 9 . 5 2 .  И сп ол ьзуя преды дущ ую  за д а ч у , д о к а з а т ь  для опреде­
л и т е л я  м ат р и ц ы  А =  (a,,)  € Cnxn следую щ и е у т ве р ж д ен и я :

1 )  | d et А\2 < f [  ( £ k j | 2)
1 = 1  \ l = l  /

2 )  р а в е н ст в о  | d et Л|2 =  Ц

(н ер аве н ст во  А д а м а р а );

сп р авед л и во  т о г д а  и

т о л ь к о  т о г д а , к о гд а  либо А н  А я вл я ется  диагональной м атри ц ей , 
л и б о  один из столбц ов м атр и ц ы  А нулевой.
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4 9 . 5 3 .  П у сть  L -  линейное подпространство евклидова про­
с т р а н ст в а  Е ,  базис в L и G  =  G ( / i , - . . ,/ m )  его
м атрица Г р а м а . П усть для произвольного вектора / 6  L вектор 
д  явл я ется  его  ортогональной проекцией на /,, Н ортогональной 
со ставл я ю щ ей . Д о к а за т ь , что: 

j\ m 3  _  det f J (/i > • • ч  /mi/) 
del G '

2 ) Ы ’  =  -

произведений
det G

del G  cT 
c 0 , где с -  строка из скалярны х

4 9 . 5 4 .  П у сть  L j и i 7 -  линейные подпространства евклидова 
(у н и тар н ого) п р о стр ан ства  Е  такие, что L, С Ej,  и пусть д х и 
д 7 -  ор тогон альн ы е проекции вектора / £  Е  на L t и L 7, а Л, 
и /г2 -  п ерпендикуляры , опущенные из вектора / на L , и L 7 
со о тветствен н о . Д о к а за т ь , что |у,| <  |д2|, |Л( | >  }Л3|.

4 9 . 5 5 .  Д о к а з а т ь  следующ ие свой ства определителя матрицы
Г р ам а си ст ем ы  векторов / ь  <7ь ••• ,<7i евклидова (унитар­
ного) п р о ст р а н ств а :

1) для л ю б ы х k , l  >  0 выполнено неравенство

d e l G { f \ i . . .  , f k , 9 u  ■ ■ • tQi) <  det G ( f u . . . , / * ) d e tG (g u . .  . ,(?i);

2 )  р авен ство

det G ( f i ,  ■ • ■, f k , g u  ■ ■ • ,9t) =  det G (/ ,,.  . . , / * ) d e t G ( $ , , . .  . , $ () 
спр аведливо т о г д а  и только тогда, когда либо линейные обо­
лочки си стем  вектор ов /ь  . . . ,  /* и д х, . . .  ,g t ортогональны , либо 
одна из э т и х  си стем  линейно зависима.

§50. М е т р и ч е ск и е  задачи

М н ож ество  М  назы вается  метрическим прост ранст вом, если задано 
отображ ение

р : М х  Л/ —• Е ,
которое каж дой упорядоченной паре элементов х, у £  Л/ стави т  в со о твет­
стви е число р (х , у) е  Ж такое, что:

1) Р{х 1 V) >  0 ,  Vx, }  £  Л/, 
р (х ,у )  =  0 * = >  х =  у ;

2)  р {х , у) =  р (у , i ) i  V x ,y  С Л / ;
3) р (х , г )  <  р (х ,у )  +  р(у, г ) , Vx, у, г 6  Л/ .
Число р (х ,у )  назы вается р асстоянием  м еж ду  х и у ;  отображение р — 

м етр и кой , аксиомы 1-3 -  аксиомами метрики (расстояния).
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Р а с с т о я н и е м  м еж ду  м н о ж е ст в а м и  X  и К  в м етрическом п р о стр ан ств? 
н азы вается  число

Т е о р е м а  5 0 .1 .  В  еокли дооом  (унит арном ) п роет раи ст л е V пра-
лило

/>(*.?) = I* -  у| (50-1)
j  о dorm  м е т р и к у .

В  дальнейш ем , говора об евклидовом (унитарн ом ) п р о стр ан стве  как о 
м етрическом , будем им еть в виду именно э т у  метрику.

Т е о р е м а  5 0 .2  (о  к р а т ч а й ш е м  р а с с т о а н и и ) .  Р асст оя н и е м еж ­
ду  в е к  т ором  J  и линейным п о д п р о ст р а н ст в о м  L  в евклидовом  (у н и т а р . 
н ом )  п р о с т р а н с т в е  равно длине перпендикуляра, оп ущ ен н ого  из в е к т о р а  / 
на L  или, в других т ерминах:

] )  р а с с т о я н и е  м е ж д у  вект ором  / и п о д п р о с т р а н ст в о м  L  р авн о  р а с­
с т о я н и ю  м еж д у  вект ором  / и его о р тогон альн ой  проекцией на L ;

2 ) среди  всех  в е к т о р о в  п о д п р о с т р а н ст в а  L б л и ж е  в с е г о  к век т о р у  f  
р а с п о л о ж е н а  е г о  о р тогон альн ая  проекция на L .

П р и м е р  5 0 .1 , В  простран стве St4 со  стан д ар тн ы м  скал яр н ы м  пронз- 
ведением найти расстояние о т  вектора / =  (7 , —3 , 1 , —1) до линейного под. 
п р о стр а н ств а  L , натянутого на векторы

<4 = ( 1 . 1 . 1 . 1 ) .  о3 =  ( 2 , - 1 , 3 , 2 ) ,  аз =  ( 1 , 0 , - 1 , 1 ) .

Р е ш е н и е .  Т а к  как

Г 1 1 1 П  а , Г 1 1 1 П а ,
2 - 1  3 2 аз - .  О 1 2 - 2  а ,  -  аз

I  1 0 —1 1 . аз , 0 0 7  0 J  аз +  аз — Заз

т о  dim  L  =  3 н векторы  а з ,а з ,а з  обр азую т базис L. С л едовател ьн о, dim  I х  =  
1 и будем и ск а ть  разложение / =  g + h  вектор а / на ортогон альн ую  проекцию 
g и перпендикуляр h в виде

/ =  у +  a e i ,  (5 0 .2 )

гд е  ез -  базис ортогонального дополнения I х . К ак  сл ед у е т  из примера 49 .1 , 
векто р  ез является фундаментальной систем ой решений си ст ем ы  с расш и­
ренной матрицей

Г 1 1 1 110-1 Г 1 1 1 1 0 1
2 - 1  3 2 0 — 0 1 2 - 2 0  .

( 1  0 - 1  l | 0 j  L 0 0 7 0 0 ,

О т с ю д а  ез = ( —3 ,2 ,0 ,1 ) .
Из р авен ства (5 0 .2 ) получим

( / . * i )  =  o ( « i , е з ) 4= >  о: =  —2.

П оэтому h =  —2ез =  (6 , - 4 , 0 ,  - 2 )  и р(/, L ) — |Л| =  4з/М . ■

П р и м е р  50.2 . В  пр остран стве многочленов Л/з со  ст а н д а р т н ы м  ска­
лярны м  произведением найти расстояние о т  многочлена /(1) =  4 +  1 +  З13 
до линейного подпространства L  всех четны х многочленов, обращ аю щ ихся 
в нуль при t =  1.

Р е ш е н и е .  Многочлен / (()  =  a0 +  a\t +  a i t 3 +  а з !3 пр инадлеж и т под­
п р остр ан ству  L  тогда и только то гд а , когда а . =  аз =  0, ао +  a i +  аз +  аз =
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0 . Тем сам ы м , L - одномерное подпространсию, натянутое на многочлен 
е ,(|) =  1 — I2 . Разложение f ( t )  =  fl(l)4- A(l) многочлена на ортогональную 
проекцию g{t )  н перпендикуляр А(1) Булем игкать в пиле

/(1) =  о ,е ,( 1 )  +  М 0-
О тсю д а ( / , с 1 ) =  a i ( e i ,e i )  е=> П| =  2. Поэтому А(I) =  /(» )  -  2«|(») =  

2 +  l 4- 2 /3 +  З<3 , и следонагслыю, р ( /,  L) =  |А| =  3>/2. я
Упорядоченная тройка векторо» z , у, z - y  проинюльногоевклидова (уни­

тарного) иространстп а называется треугольником, натянуты м на векторы  
х и у.

Точно так ж е упорядоченная пара векторов z, у произвольного евклидона 
(унитарного) п ростран ства называется параллелограммом, натянутым на 
векторы  z и у с диагоналями х  +  у и х — у.

Упорядоченная совокупность п линейно независимых векторов Z j , . . . ,  
Хп n-мериого евклидова (унитарного) пространства называется п-мерным 
параллелеп ипедом ,  натянутым  на векторы Х|........х„. В частности, парал­
лелограмм, натянуты й на пару линейно независимых векторов, является 
двумерным параллелепипедом.

О б ъ е м  п - м ер н о го  параллелепипеда,  натянутого на векторы X i , . . . ,  х„ 
евклидова п р остр ан ства, определяется по индукции:

О t ' ( r , )  =  M ;
2 ) V { x \ , . . .  , х п ) =  V ( x i , . . . , x n- i )  '|/in|, где А„ -  ортогональная соста­

вляющая лектора х „  относительно подпространства, натянутого на векторы

В евклидовом пространстве углом между ненулевыми векторами х и у 
называется угол , 0 <  <  г , для которого

cos = (* .У )
М - Ы '

В евклидовом пространстве углом между ненулевым вектором х и не­
нулевым по дпро ст ран ст вом  L называется точная нижняя грань значений 
угла, который образует вектор х с ненулевыми векторами из L.

У гло м  м е ж д у  ненулевыми линейными подпространствами L\ и L i  ев­
клидова п р остр ан ства, не имеющими общих ненулевых векторов, называет­
ся точная нижняя грань значений угла между ненулевыми векторами i j  £  L\ 
и x i  £  L i .  Если L i  П L i  =  П ф { 9 } и D ф L\, D ф Li,  то углом между 
L 1 и L i  назы вается угол между ортогональными дополнениями D\ и Dj 
подпространства D  в подпространствах L\ и L i  соответственно. Если од­
но из подпростран ств L\ и L i  содержится в другом, то угол между ними 
считается равны м нулю.

П р и м е р  5 0 .3 . В пространстве Ж4 со стандартным скалярным про­
изведением найти угол между подпространствами Li =  C [a i ,a i ) ,  где ai =

( 1 , 1 , —1 , 1 ), а? =  ( 2 , 2 , —2 , 2), и L i ,  описанным системой | ** ^  д3 —

Р е ш е н  и е. Зам етим , что dim L\ — 1 , dim Li  =  2 и L\ П Li =  {$ } .  Так 
как косинусы углов, которые образуют векторы из L\ с  подпространством 
Li  отличаю тся только знаком (см. задачу 50.14, пункт 3), то точная нижняя 
грань эти х углон совпадает с углом между вектором ai и подпространством 
Li,  который, н свою очередь, равен углу между вектором ai и проекцией aj 
на подпространство Li  (см . задачу 50.14, пункт 1). Найдем эту проекцию.

Имеем: ai =  g  +  A, g £  L i ,  h £  L f  или a, =  a Iej ■+■ a j e i  +  А, где 
ci =  ( 1 , 0, — 1 , 0), e i  =  (0 , 0, 0, 1) -  базис Li.  Умножая почленно обе части по-
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следке по равенства на ei м на ез. получим систему уравнений относительно 
o i .n j :  2в| =  2, o j =  I. Отсюда следует, что g =  е, +  ез =  (1,0,  — 1 , 1).

С л е д о в а т е л ь н о , если <р -  угол м еж д у  a i  и g ( т .е .  и ск о м ы й  у г о л ) , т^ 
с о я  <р — у /3 /2  и ^  =s г / 6 . а

П р и м е р  5 0 .4 .  В  п р о стр а н ств е  Ж4 со  с т а н д а р т н ы м  с к а л я р н ы м  про. 
и зи е д е н и е м  н а й ти  у го л  м еж д у  п о д п р о стр ан ствам и  L i =  £ ( 0 1 , 0 3 ) , где а ( в

( 1 , 1 , - 1 , 1 ) ,  о з  =  ( 0 ,0 ,  — 1 , 1), в L i ,  опи санны м  си стем о й  |  г ,  i  Q3 ~

Р е ш е н и е .  З а м е т и м , ч то  Him /о =  2, dim  Li =  2 , L\ П Li  =  ( в ) .  Путь 
р е ш е н и я , о п и сан н ы й  в примере 5 0 .3 , не м о ж ет  б ы т ь  п р им енен в дайной 
з а д а ч е ,  т а к  к а к  dim  L\ >  1, a im  Li >  1. Б у д ем  и с х о д и т ь  ит определение 
у г л а  м е ж д у  п о д п р о ст р а н ст в а м и  с  н улевы м  п ер есеч ен и ем . О б о зн а ч и м  nepci 
* p ( r , y ) ,  < f i ( r , L )  и i p ( L i , L i )  угол м еж ду век то р а м и  г , у ,  у го л  м е ж д у  вектором 
х  и п о д п р о с т р а н с т в о м  L и угол м еж ду п о д п р о ст р а н ст в а м и  L\ и Li со о твст-
с т в е н н о .

П у с т ь  х  -  п р о и зво л ьн ы й  векто р  из L\, д  его  о р т о г о н а л ь н а я  проекция 
н а  L i ,  д\ -  о р т о го н а л ь н а я  проекция g на L\. И м еем

L i ) in f  зр(зг.у) =  in fx6X>i.»€bj J f l i ( in f  4> (z,y) 
vei>j ) in f  < p (x ,g) s

> €ti

=  V>(ff. i i )  =  v (9 .5 i)-
Т а к и м  о б р а зо м ,

( f i { L i ,L i )  =  t fi(g ,g i) , (50.3)

г д е  g  -  о р т о г о н а л ь н а я  пр оекция п р ои звол ьн ого  н е н у л ево го  в е к т о р а  х £  £, 
н а  L i ,  а  j i  -  о р т о го н а л ь н а я  проекция век то р а  д  на L\.

В о з ь м е м  I  =  a j .  К а к  сл ед у е т  из пр им ер а 5 0 .3 ,  д  =  ( 1 , 0 ,  — 1 , 1 ) . Разло­
ж е н и е  g =  g j +  А, гд е  j !  €  £> , Л 1  £ 1 , находим  в виде 

g =  Q ia i +  o 3a j  +  А,

г д е  к о эф ф и ц и ен ты  а | ,а з  я в л я ю тся  реш ением с и с т е м ы  

т . е .  а ,  =  1 /2 , а з  =  1 / 2  и g =  i ( l , l , - 2 , 2 ).

Г 4 а ,  +  2 а ,  =  3, 
\  2 a i  +  2 а ,  =  2 ,

С л е д о в а т е л ь н о , если  <р -  искомы й у го л , т о  с о г л а с н о  ( 5 0 .3 )  co sy ) =  ь/зб/6 
и ifi — a rc c o s (v / 3 0 / 6 ). •

П р и м е р  5 0 .5 .  В  п р о ст р а н ст в е  Ж* со  с т а н д а р т н ы м  с к а л я р н ы м  произ­
в е д е н и е м  н а й т и  у го л  м еж д у  п о д п р о стр а н ства м и  L\ =  £ ( 0 1 , 0 3 , 0 3 ) и L j = 
£ ( A i , А ,, Ь з ) ,  г д е  оз =  ( 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ) , a ,  =  ( 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ,  a 3 =  ( 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ) 
6, =  (0 ,0 ,0 ,1 ,0),  Ьз = (0.0,0,0,1), Ьэ = о3.

Р е ш е н и е .  З а м е т и м , ч т о  dim  L i  =  3, d im  L i  =  3 , L  =  L i  П Li = 

£ ( 0 3 ) ,  d im  L  =  1. С о гл а с н о  опр еделению  < p (L i ,L i )  =  t p ( L i ,T i ) ,  где Ц  -  

о р т о г о н а л ь н о е  дополнение L  до L\, L j  - о р т о го н а л ь н о е  до п о л н ен и е L  до 

L i .  И м е е м : L i  =  £ ( 0 1 , 0 3 ) ,L i  =  £ ( 6 1 , 6 2 ), при э т о м  d im  L i  =  d im  L i  = 2 , 

L\ П  L i  =  { в } .  Э т о т  сл у ч а й  р ассм о тр ен  в  пр им ере 5 0 .4 .  В п р о ч е м  мож но нс

п р и б е г а т ь  к в ы ч и сл е н и я м , описанны м в это м  п р и м ер е , т а к  к а к  Т1  1  T i,  и 
п о т о м у  и ск о м ы м  у го л  у> =  х / 2 . ■
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з а д а ч и

5 0 .1 .  Н айти угол  меж ду векторами а и Ь в п р остр ан стве:
1) IRa со ст а н д а р т н ы м  скалярны м произведением, если :

а )  а  =  ( 2 ,  - 3 , 1 ) ,  Ь =  (4 , - 6 , 2 ) ;  б ) а =  ( 1 , - 1 , 2 ) ,  Ь =  ( 1 , 0 ,1 ) ;
в ) a =  ( 1 , 0 ,  —1), Ь =  ( - 1 , 2 , 2 ) ;

2 ) 1R1 со  ст а н д а р т н ы м  скалярны м  произведением, если:
а )  а =  ( 1 ,  ~ 1 , 1 , - 1 ) ,  6 =  ( - 1 , 1 , - 1 , 1 ) ;
б ) а  =  ( - 1 , 2 , 3 ,  - 4 ) ,  6 =  ( 6 , 0 , - 2 , 1 ) ;
в ) а  =  ( 1 , 2 , 2 , 1 ) ,  Ь =  ( 1 , 1 ,1 , 2 ) ;

3 ) R 2 со  скал я р н ы м  произведением ( z ,  у) =  х ,у ,  +  z iy 2 +  x 2y, +
3 i 2y3, если :

а )  а =  ( 1 , 0 ) ,  6 =  ( 0 ,1 ) ;  б ) а =  ( 1 ,0 ) ,  6 =  ( - 1 , 1 ) ;
Г 4 2 21

4 ) IR3 со  скал я р н ы м  произведением ( х ,у )  =  х 2  2 - 1
[ 2  - 1  3

если:
а )  а  =  ( 1 , 0 , 0 ) ,  6 =  ( 0 , 1 ,0 ) ;  б ) а =  ( - 1 , 0 , 0 ) ,  Ь =  ( - 1 , 2 , 2 ) .  

5 0 . 2 .  К а к  и зм ен и тся угол между ненулевыми векторам и х  и
у, если:

а ) у м н о ж и т ь  в ек то р  х  на положительное число;
б) у м н о ж и т ь  векто р  х  на отриц ательное число;
в ) у м н о ж и т ь  о б а  век то р а  х и у на отр иц ательн ы е числа?
5 0 .3 .  Д о к а з а т ь , ч то  треугольники, н атян уты е со о тв етств ен ­

но на век т о р ы  х ,  у и a z ,  a y ,  где о  -  произвольное ненулевое 
число, и м ею т оди н аковы е углы .

5 0 .4 .  В  тр еу го л ьн и к е, натянутом  на векторы :
а) z  =  ( 2 , - 1 , 3 , - 2 )  и у =  ( 3 , 1 ,5 ,1 ) ;
б)  z  =  ( 4 , 0 , 2 , 0 , 4 )  и у  =  ( 3 , 3 ,3 , 3 ,0 )

в ариф м етическом  п р о стр ан стве  со стан дартн ы м  скалярны м  про­
изведением, н ай ти  длины  сторон. О пределить углы  меж ду сто ­
ронами тр еу го л ь н и к а  -  векторам и х, у, х — у. К акие из эти х 
углов е ст е ст ве н н о  с ч и т а т ь  внутренними углам и тр еугольника, 
а какие -  внеш ним и?

5 0 .5 .  Д о к а з а т ь , ч то  в евклидовом пространстве:
1) су м м а  вн утрен ни х углов любого треугольника равна т ;
2 )  су м м а  к в а д р а т о в  диагоналей параллелограм ма равна сум ­

ме к в а д р а т о в  его  сторон ;
3) к в а д р а т  сторон ы  треугольника равен сумме квад р атов  

двух сторон б ез удвоенного произведения эти х сторон на косинус
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у г л а  м е ж д у  н и м и  ( т е о р е м а  к о с и н у с о в ) ;
4 )  с т о р о н ы  т р е у г о л ь н и к а  п р о п о р ц и о н а л ь н ы  с и н у с а м  н р о т и . 

н о п о л о ж н ы х  в н у т р е н н и х  у г л о в  ( т е о р е м а  с и н у с о в ) .
5 0 . 6 .  П у с т ь  / | , .  • • ,/ *  с и с т е м а  п о п а р н о  о р т о г о н а л ь н ы х  н е к .

т о р о в  е в к л и д о в а  н л и  у н и т а р н о г о  п р о с т р а н с т в а .  Д о к а з а т ь ,  ч го 
|/i 4 - ___ -+- f k |а =  |/i |э +  . • - +  |/t|* ( о б о б щ е н и е  т е о р е м ы  П и ф а г о р а ) .

5 0 . 7 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  в  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  в е р н а  т е о р е . 
м а ,  о б р а т н а я  т е о р е м е  П и ф а г о р а :  е с л и  |/| -4- / а |2 =  |/i|a +  |/а |2 , т о  
в е к т о р ы  / i и / з о р т о г о н а л ь н ы .  С п р а в е д л и в о  л и  э г о  у т в е р ж д е н и е  
в  у н и т а р н о м  п р о с т р а н с т в е ?

5 0 . 8 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  в е к т о р ы  х н у  у н и т а р н о г о  п р о с т р а н с т в а  
о р т о г о н а л ь н ы  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  р а в е н с т в о  | а х  +  Д у|2 ^  
| а х | э -f- \(3у\* в ы п о л н е н о  д л я  л ю б ы х  о , Д  €  С .

5 0 . 9 .  1 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  в  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  р а в е н с т в о  
|х +  у| =  |х — у| и м е е т  м е с т о  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  в е к ­
т о р ы  х  и у  о р т о г о н а л ь н ы .  К а к о в  г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  э т о г о  
у т в е р ж д е н и я ?

2 .  П о к а з а т ь ,  ч т о  в  у н и т а р н о м  п р о с т р а н с т в е  у т в е р ж д е н и е  
п р е д ы д у щ е г о  п у н к т а  у ж е  н е в е р н о .  Д л я  к а к и х  в е к т о р о в  х  и у 
и м е е т  м е с т о  р а в е н с т в о  |х +  у| =  |х — у| ?

5 0 . 1 0 .  В  п - м е р н о м  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  Е  з а д а н ы  в е к ­
т о р ы  e j , . . . , e n + i ,  п о п а р н о  о б р а з у ю щ и е  т у п ы е  у г л ы .  Д о к а з а т ь ,  
ч т о  л ю б ы е  п  и з  э т и х  в е к т о р о в  о б р а з у ю т  б а з и с  Е .

5 0 . 1 1 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  в  n - м е р н о м  е в к л и д о в о м  пространстве 
п  4 -  2  в е к т о р а  н е  м о г з 'т  п о п а р н о  о б р а з о в ы в а т ь  т у п ы е  у г л ы .

5 0 . 1 2 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  в  п - м е р н о м  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  
n  +  1 в е к т о р  н е  м о г у т  п о п а р н о  о б р а з о в ы в а т ь  у г л ы ,  в с е  р а в н ы е  
7Г / 3 .

5 0 . 1 3 .  М о ж е т  л и  у г о л  м е ж д у  в е к т о р о м  и л и н е й н ы м  п о д п р о ­
с т р а н с т в о м  б ы т ь  б о л ь ш е ,  ч е м  7 г/ 2 ?

5 0 . 1 4 .  П у с т ь  /  — н е н у л е в о й  в е к т о р  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а  
Е ,  L  — л и н е й н о е  п о д п р о с т р а н с т в о  Е ,  р  — у г о л  м е ж д у  /  и L ,  д  -  
о р т о г о н а л ь н а я  п р о е к ц и я  в е к т о р а  /  н а  L .  Д о к а з а т ь ,  ч т о :

1 )  е с л и  д  =  в  у т о  р  =  тг/ 2 ;
2 )  е с л и  д  ф  в ,  т о  у г о л  р  р а в е н  у г л у  м е ж д у  в е к т о р а м и  /  и у ;
3 )  е с л и  д  ф  в ,  т о  д л я  в с я к о г о  в е к т о р а  у  6  L ,  о б р а з у ю щ е г о  

у г о л  р  с  в е к т о р о м  / ,  и м е е т  м е с т о  р а в е н с т в о  у  — о д ,  г д е  а  >  0 .
5 0 . 1 5 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  в  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  у г л ы ,  к о ­

т о р ы е  в е к т о р  /  о б р а з у е т  с  п р о и з в о л ь н ы м  п о д п р о с т р а н с т в о м  L  и
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его ортогональным дополнением IA, и сумме равны *  /2.
5 0 .1 6 . Пусть С]. . . . . еп - ортонормировании* базис евкли­

дова пространства, г  -  произвольный нормированный вектор. 
Докатать, что координаты вектора i  в батисс е , , . . . , е п равны 
косинусам углов Q i , . .  . ,о „ ,  которые I  образует с базисными век­
торами. Вывести отсюда соотношение:

COS3 Qj +  cos’ q3 + . . .  4- cos’  q„ =  1.
5 0 .1 7 . Евклидово пространство E разложено в ортоюналь- 

ную сумму подпространств L U. . . , L P. Доказать, что для углов 
Qi , . . . , qp, которые произвольный вектор / образует с подпро­
странствами L i , . . . ,  //р, справедливо соотношение

c o s 1 О ц  +  COS2 Q j +  . . .  +  c o s 2 Qp =  1 .

5 0 .1 8 . Подпространство L есть ортогональная сумма под­
пространств L\ и L2. Вектор / ортогонален подпространству 
1 .̂ Д оказать, что угол между / и L равен углу между / и L%.

В пространстве ®4 со стандартным скалярным произведени­
ем найти угол между вектором / и линейным подпространством 
/,, натянутым на векторы a i ,a 2,a 3.

5 0 .1 9 . а 1 =  ( 2 , 3 , - 4 , - 6 ) , а г =  ( - 1 , - 8 , 2 ,1 6 ) ,а 3 =  ( 3 , - 2 , - 6 ,4 ) ,  
/ =  ( - 3 , 1 5 , 1 , - 5 ) .

5 0 .2 0 . а , =  (2 , - 1 , 2 ,1 ) ,  а2 =  ( - 1 ,2 ,  - 2 ,1 ) ,  а3 =  ( - 1 ,1 ,  - 1 ,0 ) ,  

/ =  (3 ,1 ,  > / 5 ,-2 ).
5 0 .2 1 . а , =  ( 3 , 4 , - 4 , - 1 ) ,  а2 =  ( 0 , 1 ,-1 ,2 ) ,  а3 =  ( 3 ,5 ,- 5 ,1 ) ,

/ =  ( 2 ,2 ,1 ,1 ) .
5 0 .2 2 . а , =  ( 5 , 3 , 4 , - 3 ) ,  а2 =  (1 ,1 ,4 ,5 ) , а3 =  ( 2 , - 1 ,1 ,2 ) ,

/ =  (1 ,0 ,3 ,0 ) .

В евклидовом пространстве Е  выбран некоторый ортонор- 
мированный базис е. Найти угол между вектором /, заданным 
координатным столбцом в этом базисе, и подпространством L, 
описанным в базисе е однородной системой уравнений.

50.23. / е =  (1, - 2 , 1)т, L : Х[ - 2 х 2 + 5х3 =  0.
50.24. / е = (1,0,0,0)r , L : ii -  х2+ х3 -  х4 =0.

1 + х2 -  2х3 =0,
+ х2 х4 = 0. 

х, + х2 + х3+ х4 = 0,
50.26. / ,  = (0,2,1,1)т, L :  { Зх, + х2 -  х3 + х4 = 0, 

5xi+3x2+ 2х4 = 0.

5 0 .2 5 . / . = ( 3 , 1 , - 1 , - 1 ) М : { 2^ ;
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5 0 . 2 7 .  В  простран стве R " со стан дар тн ы м  скалярн ы м  нроиз- 
ведением линейное подпространство А описано системой Ах  =  о 
с  некоторой матрицей А е  R mxn. Н айги угол меж ду вектором 
( c j , . . . , c n) и подпространством Г , если с} =  5 3 ^ , a ,-j.

В  ариф метическом простран стве со стан д ар тн ы м  скалярны м  
произведением найти расстояние о т  вектора / до подпростран, 
с т в а  А, н атян утого  на векторы  a ( , . . . , a t .

5 0 .2 8 .  a , =  ( 4 , 3 , 2 , 1 ) , / = ( 1 , - 1 , 1 , - 1 ) .
5 0 . 2 9 .  a , = ( 1 , 1 , 1 ) ,  a ,  =  ( 4 , 0 , 5 ) , /  =  ( 7 , - 3 , - 1 ) .
5 0 . 3 0 .  в ,  = ( 1 , - 1 , 1 , 0 ) ,  a ,  =  ( 2 , - 1 , 0 , 1 ) , / =  ( 1 , 0 , 2 , - 2 ) .
5 0 .3 1 .  a ,  = ( - 2 , 0 , 1 , 1 ) ,  a ,  =  ( 1 , - 1 , 1 , - 1 ) ,  a 3 =  ( 1 ,1 ,  - 1 , - 1 ) ,

/  =  ( 1 , 2 , 0 , - 1 ) .
5 0 . 3 2 .  a ,  = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  e 2 =  ( 5 , 1 ,1 , 3 ) ,  e s =  ( 3 , - 1 , 1 , 0 ) ,  

/ = ( 5 , 4 , - 3 . - 2 ) .

5 0 .

В  п р о стр ан стве  R* со стан д ар тн ы м  скалярн ы м  произведени­
ем  н айти р асстояние о т  вектора / до п одп р остр ан ства  А, задан- 
ного однородной системой уравнений.

5 0 . 3 3 .  / =  ( 1 , - 2 , 3 , - 4 ) ,  А : ( х ,  +  х 2 +  х 3 +  х 4 =  0.

! Xj -f- X, +  х 3 -  х 4 = 0 ,
2 i i  +  х 2 +  З х 3 = 0 ,

4 i i  +  З х 2 +  5 х 3 — 2 х 4 =  0.
2х  1 +  х 2 +  х 3 +  х 4 =  0 ,

5 0 .3 6 .  / =  ( 0 ,1 ,  - 2 , 3 ) ,  А : (  бХ] +  х 2 -  х 3 +  х 4 =  0 ,
х 2 +  х 3 — х 4 =  0.5 0 . 3 7 .  Д о к а за ть , что к вад р ат расстояния о т  векто р а / ев­

кл и дова п р о стр ан ства  до п одп р остр ан ства А, н атя н у того  на ли­
нейно независимую  систем у векторов / , , . . . , / * ,  равен отн ош е­
нию определителей Г р ам а систем  /н •••»/*»/ и / i , . . . , / * .

5 0 . 3 8 .  П у сть  А -  линейное подп ростран ство  и / -  некото­
рый вектор  евклидова (унитарного) п р о стр ан ства . Д о к а за ть , 
ч т о  наименьш ее значение величины |/ — </| среди всех векторов 
g  G А д ости гается  на единственном вектор е, являю щ ем ся ор­
тогон альн ой  проекцией вектора / на п одп р остр ан ство  А, и оно 
равно длине перпендикуляра, опушенного из / на А.

5 0 .3 9 .  В  пространстве многочленов Л/„ скалярное произведе­
ние введено стан дартн ы м  образом. Для задан н ы х многочленов:
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М О  -  3 t2 +  2 1 + 1 ,  /г(1) = - f 3 +  2t + 1,
M O  =  3 ts + 2< -(- 5, ;,(< ) =  3I3 + 21 + 2

а) найти многочлен /0(t) степени не выше 2, равноудаленный
от /,(<), М О .  М О .  М О ;

б) определить расстояние между /0(1) и каждым из много­
членов / ,(г ). М О .  М О .  М О ;

в) п оказать , что всякий многочлен вида

М О  + °з13 +  . .  . +  Оп1п
равноудален о т  / ,(« ), /2(«), /я(<), /4(«), и определить расстояние 
от него до эти х многочленов.

5 0 .4 0 .  Д о к а за ть , что в евклидовом пространстве Е  для лю­
бого подпространства L и любого вектора х £  Е  выполнено ра­
венство

р{х + y ,L )  =  р(х, /,),
где у произвольный вектор подпространства L.

5 0 .4 1 .  П одпространство L является ортогональной суммой 
подпространств и /,2. Д оказать, что если вектор х ортогона­
лен подпространству L u  то

р (х ,Ь )  =  р (х ,Ь 2).
5 0 .4 2 .  П усть а фиксированный вектор евклидова простран­

ства, L -  подпространство всех векторов, ортогональных а. До­
казать, ч то  для произвольного вектора х расстояние до подпро­
стр ан ства L  можно вы числить по формуле

, п _  К1 ' 0)!
р { х Л ) ~ ~ й ~ -

5 0 .4 3 .  Н простран стве многочленов М„ скалярное произве­
дение введено стандартны м  образом. Найти расстояние между 
подпрост ранством  M „ -i и

а) многочленом t" ;
б) многочленом tn + a n_i<'1~1 + . . .  + аП + Qo!
в) многочленом а пГ  -(- йп_Пп-1 +  . • • + + °о-
5 0 .4 4 .  И пространстве многочленов Мп со стандартным ска­

лярным произведением рассматривается подпространство L всех 
многочленов, удовлетворяющ их условию/(1) =  0. Доказать, что 
расстояние о т  произвольного многочлена g(t) до подпростран­
ства L равно

, n  ffO)
' , ( 9 ' 1 )  = ; 7 П т
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5 0 . 4 5 .  П о к а за ть , ч то  угол меж ду лю бы ми линейными под. 
п р о ст р а н с т в а м и  всегд а  определен и равен нулю то гд а  и только 
т о г д а ,  к о гд а  одно из эти х  п одп р остр ан ств содерж и тся в другом.

5 0 . 4 6 .  Н айти угол меж ду п одп ростран ствам и  вектор ов *  
е в к л и д о в а  п р о ст р а н ст в а , удовлетворяю щ им и условию  ( х , а , )  =  о 
и ( х , а 2) =  0 со о тв етств ен н о , где а , , а а -  задан н ы е ненулевые 
в е к т о р ы .

5 0 . 4 7 .  П о д п р о стр ан ства  L , и L 7 явл я ю тся  линейными обо­
л о ч к а м и  с и ст е м  век то р о в , зад ан н ы х в некотором ортоноромиро- 
ван н о м  б а зи се  евк л и д о ва  п р о ст р ан ства  коор динатны м и сто л б ц а­
ми а , , . . . , а *  и 6 i , . . . , 6 (. Н айти угол м еж ду п одп р остр ан ствам и  
£ )  и Z .}, есл и :

1 )  а ,  =  ( 0 , 3 , - 1 , 0 ) т , a j  =  ( 1 , - 2 , 1 , 1)т ,
6 , =  ( 0 , 0 , 1 , - 3 ) т , Ь3 =  ( 1 , 1 , 0 , 1)т ;

2 )  а ,  =  ( 1 , 1 , 2 , 0 ) т , а? =  ( 2 , 0 ,  —1 , - 1  )т ,
Ьх =  ( 1 , 1 , 0 , - 2 ) т , 6 2 =  (1 ,  1 , - 3 , 1)т ;

3 )  a ,  =  ( 1 , 2 , 0 , 1)т , а 2 =  ( 0 , 1 , 1 , 1)т ,
6 , =  ( 1 , 0 , 1 , 0 ) т , Ь7 =  ( 1 , 1 , 2 , 0 ) т , Ь3 =  ( 1 , 0 , 1 , - 1 ) ;

4 )  а ,  =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) т , =  ( 1 , 0 , 1 , 2 ) т , в 3 =  ( 0 , 1 , 0 , - 1 ) т ,
6 , =  ( 1 , 1 , 0 , 0 ) т , Ь7 =  ( 1 , 0 , 0 , 1)т , 63 =  ( 0 , 1 , 1 , 0 ) .

5 0 . 4 8 .  В  п р о ст р а н с т в е  М „ р а с с м а т р и в а ю т с я  одномерны е
п о д п р о с т р а н с т в а  L 0, L nt н а т я н у т ы е  на м ногочлены  1,

/п с о о т в е т с т в е н н о . Д л я  к а ж д о го  k  =  1, п  н ай ти  у гол  между 
п о д п р о с т р а н с т в а м и  L t _ ,  и L k , если :

а )  ск а л я р н о е  п роизведение в  М„ введен о  с т а н д а р т н ы м  обр а­
з о м ;

б )  ск а л я р н о е  п роизведение в М п введен о р а в е н ст в о м  (4 7 .9 ) ,  в 
к о т о р о м  f ,  =  0 , t7 =  1.

5 0 . 4 9 .  В  п р о ст р а н с т в е  Л/„ со  с т а н д а р т н ы м  ск а л я р н ы м  про­
и зв е д е н и е м  н ай ти  у гол  м еж д у п о д п р о стр а н ств а м и :

а )  L x =  { / ( 0  | / (1 )  =  0 )  и L 3 =  { / ( 0  | / '(1 )  =  0 } ;
б )  L 1 =  { / ( 0  | / (1 )  =  0 }  и 1 7 =  { / ( 0  | / (2 )  =  0 ) ;
в )  Z-, =  { л о  I Л 0 )  =  Л 1) =  0 }  и l 2 =  { f { t )  I / '( 0 )  =  0 } .
5 0 . 5 0 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  объем  n -м ер н ого п ар ал л ел е п и п ед а , на­

т я н у т о г о  на ли нейно н езави си м ы е в ек т о р ы  a , , . . . , a n , м ож ет 
б ы т ь  вы ч и сл е н  по ф о р м у л е __________________

V ' ' ( a , , . . . , a n) =  v/det G ( a , , . .  . , a „ )  =  |det Л|, 

г д е  G ( a , , . . . , a n ) -  м а т р и ц а  Г р а м а  ве к т о р о в  a , , . . . , a „ ,  а  Л -I
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матрица, стр о к ам и  которой являю тся координаты  р ассм атр и ­
ваемы х век то р о в  н каком-нибудь ортонормированном бази се п- 
мерного п о д п р о стр а н ства , н атянутого на векторы

6 0 .5 1 .  В  п р о ст р а н ств е  многочленов М„ со  скаляр н ы м  про­
изведением ('17 .9 ) с ti =  - 1  и (а =  1, найти:

а ) объем  п араллелепи п еда, н атянутого на многочлены  1, I,
|Э #п.
* ♦ * * *1 1 *

б) наим еньш ее значение и нтегр ала

f y - m u t

на м н о ж естве  всех  м ногочленов / (()  степени не вы ш е п — 1.
5 0 .5 2 .  Д о к а з а т ь , ч т о  объем  n-мерного п араллелепипеда не 

превосходит произведения длин его ребер, вы ходяш и х из одной 
верш ины:

V ( a u . . . , a n) <  П К | ,
«=1

и равен эт о м у  п роизведению  т о гд а  и то л ь к о  т о г д а , к о гд а  эти 
ребра попарно о р т о го н а л ь н ы , т .е .  параллелепипед пр ям оу голь­
ный.

5 0 .5 3 .  Д о к а з а т ь , ч т о  объем  параллелепипеда уд о вл етво р я ет  
н еравен ству:

V ( a 1, . . . , a t , b 1, . . . , b () <  V ( a u . . . , a k) V (b u . . . , b t), 
причем зн ак р а в е н с т в а  в нем им еет м есто  т о гд а  и то л ь к о  т о ­
гда, к о гд а  ли н ей н ы е п о д п р о стр ан ства , н атя н у ты е на вектор ы  
a j , . . . , a k и I » ! , . . . ,b | ,  ор тогон ал ьн ы .

5 0 .5 4 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  если а ь . . . , а „  -  нормированная си ст е­
ма век то р о в  и K ( a j , . . .  ,a „ )  =  1, т о  э т а  си стем а ортонорм ирова- 
на.

5 0 .5 5 .  Д о к а з а т ь , ч т о  среди всех параллелепипедов, н а тя н у ­
ты х на н ор м и р ован н ую  си ст ем у , параллелепипед, н атя н у ты й  на 
ортонорм ированную  си ст е м у , имеет м аксим альны й объем .

§51. Линейные аффинные многообразия
в евклидовом (унитарном) пространстве

П усть // =  1 0 +  L -  линейное многообразие в евклидовом (у н и тар н о м ) 
п р остр ан стве. Н ектор  п 6  //, ортогон альны й L , н азы вается  нормальны м 
в е к т о р о м  ли н ей н ого  м н о г о о б р а зи я  И .
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Т е о р е м а  5 1 .1 .  Для лю б ого  линейного  м н о г о о б р а зи я  о е в к л и д о в о *  
(унитарном)  п р о ст р а н ств е  с у щ е с т в у е т , и п р и то м  ед и н ствен н ы й , нор. 
мальный век т о р .

Т е о р е м а  5 1 .2 .  НармальныЛ в е к т о р  линейного м н о г о о б р а з и я  со. 
в п а д а е т  г перпендикуляром, опущенным из л ю б о г о  в е к т о р а  л и н ей н о г о  мно. 
вообразив на направляющее п о д п р о стр ан ство .

С л е д с т в и е .  Среди всех вект оров  линейного м н о г о о б р а з и я  нормаль.  
ный в е к т о р  и м еет  наименьшую длину.

П р и м е р  51.1, Найти нормальный вектор линейного многообразие 
Н =  оо +  1 ,  если ао =  ( - 1 , 0 , 0 , 3 ) ,  a L натянуто на векторы  at =  (1 , 1 , 1 , 1), 
0}  =  ( 1 , 0 , 2 , - 1 ) .  Скалярное произведение в К 4 задано стан д ар тн ы м  обра­
зом.

Р е ш е н и е .  Нормальный вектор п линейного многообразия Я  удовле­
творяет условиям:

П =  Оо +  ОЮ1 +  ft j0 2 , __.
n i l  * = *

П =  a0 +  «1 Oi +  «703 ,
(п ,а И  =  0 , <=>
( n ,a a) =  0

{n =  ao +  Ofiaj +  Q ja j,
« I  (e i i ) +  o i ( a i , a i )  =  ~ ( a o ,a i  1, 
o i ( a j ,  a j )  +  « 1(07 , 02) =  - ( a o . a j ) .

Из последней системы  следует, что « i  =  - 1, «2 =  1, и следовательн о, 
п = ( - 1 , 0 , 0 , 3 )  - ( 1 , 1 , 1 , 1 )  + ( 1 , 0 , 2 , - 1 )  =  ( - 1 , - 1 , 1 , 1 ) .  .

П р и м е р  51.2. Найти нормальный вектор линейного многообразия Я , 
заданного системой

/*1  +  1г +  2 г 3 +  х< = 3 ,
\ r i — 2xj  — 13 +  г< =  —3.

Скалярное произведение в задано стан дар тн ы м  образом.
Р е ш е н и е .  Направляющим подпространством L  линейного многообра­

зия Я  =  а о + £  служ ит множество решений приведенной однородной системы  
Г *1 +  х 2 +  213 +  хч =  0,
\ ц  -  2хз -  хз +  х А =  0 , 

фундаментальная система решений
е, = ( 1, 0, 0, - 1), ез =  ( 1, 1, - 1, 0 ) 

которой, очевидно, образует базис в L.
Согласно определению нормального вектора п м ногообразия Я ,  он ор­

тогонален направляющему подпространству L  или, ч то  т о  ж е сам ое, его 
базису e i ,  €7. Тем самы м, координаты ( п ,  х з , х з , х<) норм ального вектора 
п удовлетворяют системе

xi +  хз + 2 х 3 +  ц  =  3, 
X) - 2 х з  -  хз +  х« =  —3, 

( п ,е ,)  =  0, 
(п ,е г ) =  0

X! +  хз +  2хз +  х< =  3,
Х\ — 2X7  — Хз  +  Xi  =  — 3,
x i -  х« =  0,
XI +  хз -  хз =  0.

О тсю да п =  (0 ,1 ,1 ,0 ) .  а
Т е о р е м а  5 1 .3 . Пусть  Я  =  xq +  L - лин ейное  аффинное много­

образие  в евклидовом  ('унитарном) прост ранст ве.  Т огда
P i f , H )  =  p ( f - x 0 , L ) .
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П р и м е р  51 .3 . Найти расстояние от многочлена /(I) =  — 4 + 31 -  
13 +  <’ до линейного многообразна Н всех многочленов степени не выше 3, 
удовлетворяю щ их условиям /(1) =  I, / '(1) =  2. Скалярное произведение в 
Мэ задан о стан д ар тн ы м  образом.

Р е ш е н и е .  Многочлен /(1) =  ао + a j 1 + о»1* + аэ13 принадлежит много­
образию  // то гд а  и только тогда, когда

Г во +  в) +  a j  +  a j =  1,
\ в| +  2аз +  3 a j =  2.

В ектор ом  сд ви га  хо многообразия И является многочлен, коэффициенты 
которого у д о вл етво р я ю т этой системе например, ao =  - 1 ,  Д| =  2, а3 =  о5 =  
О, т .е . многочлен r o ( t )  =  — 1 +  21.

Р ассто я н и е о т  многочлена f ( t )  до рассматриваемого линейного много­
образия // равно расстоянию  о т многочлена /(l) -  xo(t) =  - 3  +  I -  I1 +  I3 
до н ап р авляю щ его  подпространства L многообразия )/, которое в данном 
случае о п и сы вается  однородной системой

Г во +  ei +  вз +  аз =  О,
\ a j +  2аэ +  Заз =  0.

О т сю д а  сл ед у ет , что ортогональное дополнение L 1 является линейной 
оболочкой, н атян утой  на многочлены, коэффициенты которых совпадают с 
коэф ф ициентами однородной системы , описывающей L, т.е. на многочлены 
e j ( ( )  =  1 +  t +  t3 - f  t3, « з ( 0  =  l +  2t3 +  3t3. Поэтому разложение многочлена 
/(1) -  xo(<) на ортогональную  проекцию у(1) и перпендикуляр h(t) будем 
и скать  в виде

f ( t ) - x 0 ( t ) = g ( t )  +  h( t)  <=* /(i) -  х0(0 = j(0 + скгезСО + а2«а(0-
Из последнего соотнош ения следует 

/ (/  — * о , e j ) =  on f e i , еИ  +  a i ( e 2 , e ! ) ,  . Г 4 a ( +  баз =  - 2 ,  .__. a t =  - 2 ,
\  ( / — хо, ег) = « 1  (e i. ei) + а 2(ез,ез) \б а 1 + 14аз = 2 аз = 1.

С л е д о вате л ьн о , Л(<) =  - 2 в ]  (<) +  e j (<) =  - 2  -  1 -И 3. Отсюда p(f ,  Н) =  
p ( f  -  хо , L )  =  |Л| =  уД . а

Т е о р е м а  5 1 .4 .  Пусть Hi =  х\ +  h  u Hi -  ц  +  Li -  линейные 
аффинные м н о г о о б р а з и я  о евклидовом  (унитарном^ пространстве. Тогда

р{П\, H i)  =  р(х 1 -  хз, £) +  Li).

П р и м е р  5 1 .4 . Найти расстояние между линейным многообразием 
Hi всех ч е т н ы х  м ногочленов степени не выше 3, удовлетворяющих условию 
/ ( ] )  =  1, и ли н ей н ы м  многообразием Hi  всех нечетных многочленов степени 
не вы ш е 3. С к ал я р н о е  произведение в М] задано стандартным образом.

Р е ш е н  и е. Линейное многообразие Hi имеет вектор сдвига x\{t) =  1 и 
н ап р авляю щ ее п одп р остр ан ство  L i ,  состоящее из всех четных многочленов, 
обращ аю щ и хся в нуль при t =  1. Таким образом, L\ одномерно и натянуто 
на м ногочлен a i (<) =  1 — t3.

Л инейное многообразие Hi  является линейным подпространством, по­
этому его век т о р  сд ви га  x i ( t )  можно выбрать нулевым, а направляющее 
п о дп р о стр ан ство  L двум ерно и натянуто на многочлены b\{t) =  t, bi(t)  =  <3.

Р а сст о я н и е  м еж д у Н i и Hi  согласно теореме 51.4 равно расстоянию от 
вектора z\ (t)  — x i ( t )  =  x j ( f )  до подпространства L\ +  Li  =  £ (a i,A t,fo )-

Н айдем о р тогон ал ьн ое дополнение подпространства Li +  Li- Многочлен 
/(<) =  a 0 +  a i / +  a i t 3 +  a i t 3 принадлежит (L\ +  L i ) 1 тогда и только тогда,
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когда
во -  аз =  0, 01  =  аз =  0.

Следоя&тгльно, тш пространсгоо {/,) +  i j ) J" одномерно и наткнуто на мно. 
гочлен e ft)  =  1 + и разложение

zi(l) = g(t) + A(l), я(1) 6 Li + Li, МО 1 (/*i -f Li).
будем искать я пидс r i ( l )  =  g[t) + a e ( l) .

Имеем ( i i , e )  =  а (е ,е ) ,  т .е . a  =  1/2. Следовательно, МО =  (I +  t1)/2 к 
p (U i,H i)  =  Щ  =  1/\/2. •

Углом м еж ду  линсЛнмяи многообразиями  назы вается угол между н< 
налравляюшнмн подпространствамн.

З А Д А Ч И

5 1 .1 .  Д оказать, что множество всех векторов евклидова 
(унитарного) пространства Е ,  удовлетворяю щ их условию 
(п , х)  =  6, где п -  фиксированный ненулевой вектор, 6 -  заданное 
число, есть  гиперплоскость этого пространства. В каком случае 
эта гиперплоскость является подпространством?

5 1 .2 .  П оказать, что гиперплоскость, заданную  условием 
( п ,т )  =  6, можно описать и условием ( п ,х  -  х 0) =  0 , где хо -  
произвольный вектор этой гиперплоскости.

5 1 .3 .  Д оказать, что всякую гиперплоскость евклидова про­
стр ан ства можно задать условием (п , х ) =  Ь.

5 1 .4 .  Д оказать, что если условия (П |,х) =  6j и (п а, х )  =  Ь} 
определяют одну и ту же гиперплоскость, то n t =  а п 2, bt =  аЬг 
для некоторого ненулевого числа а .

5 1 .5 .  В пространстве многочленов Л/„ со стандартны м  ска­
лярным произведением для гиперплоскости, заданной условием 
Д с )  =  d , найти представление (п ,/ )  =  6. У к азать  со о тветству ­
ющий многочлен п(<).

5 1 .6 . Всякую ли гиперплоскость пространства многочленов 
Л/п можно задать условием вида / (с) =  d?

5 1 .7 . Пусть <! £  К произвольно. Д оказать, что любую гипер­
плоскость в пространстве многочленов Л/„ можно за д а т ь  усло­
вием

а о Д М  + ■ + <*„/<">(<,) =  с
с соответствующим образом подобранными коэффициентами 

€  R-
5 1 .8 . Пусть < о * »• • • » произвольные различные между 

собой действительные числа. Д оказать, что любую i иперплос-
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кость в пространстве многочленов М„ можно задать условием 
с*о/(М + O i/(ti) +  • • • + a nf[tn) -  с 

с соответствующим образом подобранными коэффициентами

OotQi>• • • 1 wn>с £ _______
5 1 .9 . П усть а к, к =  0 ,п  + 1 - произвольные действительные 

числа, удовлетворяющие условию а0 < <ч < . . .  < а„ < а„+|. До­
казать, что любую гиперплоскость п пространстве многочленов 
\{п можно задать условием

с соответствующ им образом подобранными коэффициентами 

о о .а ь . •., с £
5 1 .1 0 . Д оказать, что в каждом ортонормированием базисе 

пространства всякая гиперплоскость может быть описана урав­
нением первой степени

относительно координат в ] , а 2, . . . ,  а„ векторов этой гиперплос­
кости.

5 1 .1 1 . Д оказать, что если пересечение гиперплоскостей п- 
мерного евклидова (унитарного) пространства

( щ , х ) - Ь и (nt ,x) = bJ t . .. , (nk,x) = bk 
непусто, то оно представляет собой линейное многообразие раз­
мерности п -  г , где г -  ранг системы векторов пи . . . , п к.

5 1 .1 2 . Найти нормальный вектор для гиперплоскости, за­
данной условием (п ,х )  =  Ь.

5 1 .1 3 . П усть п -  нормальный вектор многообразия Я  (не 
совпадающего со всем пространством). Доказать, что много­
образие // содержится в гиперплоскости (п,х) = (п,п).

5 1 .1 4 . В пространстве многочленов Мп со стандартным ска­
лярным произведением определить нормальный вектор для мно­
гообразия, заданного условиями:

а) / (0 ) =  1, / (1) =  1; б )/ '(0) = 1,/ '( 1) = 1;

в )  / ( 1) =  1, / ' ( 1 )  =  1; r ) / ( o )  +  / ' ( o )  =  i , / ( i )  =  o.
5 1 .1 5 . Подпространство L натянуто на линейно независи­

мую систему векторов a | , . . . ,a t , Доказать, что расстояние от 
вектора х  до линейного многообразия Я  = z0 + L равно

A i Qi +  Ajf»2 + . . .  + /lna n = 6

< пп
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51.16. П пространстве R4 со стандартным скалярным произ.
велением найти расстояние от вектора х =  ( 5 ,3 , - 1 ,  - I )  до мно. 
гообразия // = х0 + » яе х0 = (0 ,0 , - 3 ,6 ) ,  a L натянуто на си.
стему векторов а, = ( 1 , 0 , 2 , - 2 ), аг =  (0 , 1 , 2 , 0 ), о3 =  ( 2 , 1 , 6 , - 4 ),

51.17. В пространстве Л/„ со стандартным скалярным про. 
введением найти расстояние от многочлена х(/) =  1 + *  +  . . .  +  (»> 
до многообразия, заданного условием:

а ) Д 1 )  = 1; б ) / ( 0 )  =  / ( 1 ) = 1 ;  в) Д О )  = / ' ( 1 )  =  1.

51.18. В пространстве Rnxn со стандартным скалярным про. 
изведенном найти расстояние от матрицы Л', все элементы ко. 
торой равны 1 , до многообразия:

а) матриц А с единичным следом: tr А =  1 ;
б) всех стохастических матриц;
в) всех дважды стохастических матриц.
51.19. Доказать, что квадрат расстояния между прямыми 

I) : х = i j  + tty и /2 : х = х2 + iq3 может быть вычислен по
формуле:

1 ) М Л )

раллельны;

2 )P(U>) 
ны.

d e t G ( 9 h 9 2 ,x  i - s ? )

detG(<?b <?2)

delG{qh xl -  х2)

, если прямые /j и / 2 не па-

, если прямые и / 2 параллель-

Найти расстояние между прямыми /j : х = i i  + tqx и / 2 ; 
х = х2 + iq3 (скалярное произведение в R4 считается введенным 
стандартным образом).

51.20. х1 = (5,2,0,3), 9l = ( 1 ,2 , - 4 ,1 ) ;  
xj = (3 ,-1 ,3 ,1 ), 92 = (1 ,0 ,-1 ,0 ) .

51.21. i !  = (5,4,3,2), 9 , = ( 1 ,1 , - 1 , - 1 ) ;  
х2 = (2,1,4,3), 92 = ( - 3 , - 3 ,3 ,3 ) .

Найти расстояние между плоскостями Л  : х -  X\ + t\Pi +  t2p2 
и Р2 : х = x2 + <i9i +12?з (скалярное произведение в IR5 считается 
введенным стандартным образом).

51.22. х, = (89,37,111,13,54), х2 = (42,-16, -39 ,71 ,3),
Pi = 0 ,1 ,0 ,-1 ,-1 ), Рг = ( l i - l ,0 ,-1 ,1 );
9i = (1 ,1 ,0 ,U ) ,  92 = (1 , - 1 , 0 , 1 , - 1 ) .

51.23. х, =(5,0,-1,9,3), х2 = (3 ,2 ,-4 ,7 ,5),
Pi = 0 , 1,0, -1, -1), р2 = (1, -1 ,0 , -1 , 1);
9. =(1,1,0,1,1), 92 = (0,3,0,1,-2).
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6 1 .2 4 . х , =  ( 4 ,3 ,3 ,3 ,0 ) ,  х ,  =  ( - 1 , 1 , - 1 , 0 , 2 ) ,  
р, =  ( 1 , 2 , 2 , - 1 , 1 ) ,  ра =  ( 2 , 1 , - 2 , 1 , - О !
Чх =  ( 8 , 7 , - 2 , 1 , - 1 ) , 7 ,  =  ( 5 Д - 2 , 1 , - 1 ) .

5 1 .2 5 . Д оказать, что в любом базисе линейного простран­
ства любая гиперплоскость может быть описана уравнением пер­
вой степени относительно координат векторов этой гиперплос­
кости (ср. с задачей 5 1 .1 0 ).,

5 1 .2 6 . Д оказать, что в любом базисе линейного простран­
ства всякое линейное многообразие размерности г может быть 
описано системой л -  г линейных уравнений относительно коор­
динат векторов этого многообразия.

5 1 .2 7 . П усть Я  -  некоторое линейное многообразие линей­
ного пространства, не являющееся подпространством; х -  произ­
вольный вектор этого многообразия. Показать, что в простран­
стве можно ввести скалярное произведение таким образом, что­
бы х был нормальным вектором многообразия Я .

5 1 .2 8 . В пространстве I 4 со стандартным скалярным произ­
ведением найти угол между плоскостями Я] : х =  Xj +t\p\ +  /2Р2 
и Д2 : х =  х 2 +  кЯ\ +  h b ,  где

х , = ( 3 , 1 , 0 , 1 ) ,  рх = ( 1 ,0 ,0 ,0 ) ,  р2 =  (0 ,1 ,0 ,0 ) ,
*2 =  ( 2 ,1 ,1 ,3 ) ,  91 = ( 1 ,1 ,1 ,1 ) , 7 2 =  ( 1 , - 1 , 1 , - 1 ) .

4*



Глава XIV. Линейные операторы в 
линейных пространствах

§52. Линейный оператор и его м атри ц а

П усть V и И' -  линейные пространства над общим полем Р .  О тобр4 
жеиие

А  : V' -  W  (52.1)

называется линейным отображ ением прост ранст ва  К о п рост ран ст во Цг 
если для любых г ,  у £  I ',  о £  Р

1)  A {z  +  у) =  А т  +  А у ;
2) .А (ах) =  aA z  .

Линейное отображение (52.1) назы ваю т такж е линейным п реобразов0. 
нием п ростран ство V в п ростран ство W  или линейным операт ором , <?ей. 
ствующим из простран ства 1' в прост ранст во  И ' .

Е сли  V' =  И ' , то линейное отображение А  : V  —• V назы ваю т линей, 
ньш от ображ ением  (преобразованием) прост ранст ва V в себя , а чаще - 
линейным оператором, действующим  в V  .

Если И' =  Я ,  то линейное отображение (52 .1) н азы ваю т линейной фор. 
мой или линейным функционалом в прост ранст ве V . Линейный функци­
онал обозначают строчными латинскими буквами (например, / ), при этом 
образ вектора г  -  символом / (х ) .

Множество всех линейных операторов, действующих из п р остр ан ства V 
в пространство И', будем обозначать символом C(V, W ) .

В соответствии с определением равенства отображений (§11) операторы 
А, В £  L(V, IV) равны, если .Ах =  Вх, Vz 6  К.

П р и м е р  52.1. Пусть М„ -  пространство вещ ественных многочленов 
степени не выше п . Отображение Т> : М„ —• Л/„, определенное правилом

® р ( 0  =  р ' ( 0 .
хвлается линейным и называется оператором дифференцирования.

П р и м е р  52.2. Пусть V =  L\ ©  А з . Отображение V  : V —• V, опреде­
ленное правилом

Р х  =  Х|
для вектора х 6  V с разложением х =  i j  +  хз, где x i 6  Ai , хз €  Аз, 
является линейным и называется оператором проектирования ( проект о­
ром) п р остр ан ства I '  на А) параллельно Аз .

Отображение % : V —• V , определенное правилом 
%г — xi -  хз ,

также является линейным и называется оператором от раж ения  пр остран­
с т в а  V относительна Ai параллельно Аз.

П р и м е р  52.3. Отображение О : V' —• W , которое каждый иектор 
I  €  У переводит в нулевой вектор в 6  Ил, является линейным и называется 
нулевым оператором.
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П р и м ер  52.4, Отображение I  -. У -» И , которое каждый вектор 
f  1'  переводит и г , явлкется линейным и называется тождественны* 

*ejtiHU4HbiMj оператором.

Пр и м е р  52.5. Изоморфизм у» линейных пространств V  и W (544), 
„чепидио, является линейным оператором, действующим из К в W .

Из определения оператора следует, что
1 ) линейный оператор переводит нулевой вектор в нулевой вектор-,
2) линейный оператор сохраняет линейные комбинации, т.е. переводит

линейную  комбинации» векторов в линейную комбинацию образов с теми же 
коэффициентами: Л ( £ * =) a . d )  =  а 'А г ' ’>

3) линейный оператор сохраняет линейную зависимость, т.е. перево­
дит линейно зависимую систему векторов н линейно зависимую.

Т е о р е м а  5 2 .1 . Пусть e i , . . . , e „  -  базис пространства V, а 
л, . . .  ,д п произвольные векторы пространства W . Тогда существует, 
о притом единственный, линейный оператор А  £  C(V, W ), который пере­
удит векторы е 1 , . . . , еп в векторы g \ , . . . ,g n соответственно.

С л е д с т в и е  . Линейные операторы А , В £  C(V,\V) равны тогда и 
только тогда, когда они совпадают на векторах базиса V .

Пусть е =  ( e i , . . . ,  еп) и /  =  ( / » , . . .  , / т ) -  базисы пространств V  и W. 
Как следует из теоремы 52.1,  линейный оператор А  6 C(V, W) однознач­
но определяется заданием векторов A c t , . . .  ,А е„ . В свою очередь, векторы 
Ае, , I =  1, п, однозначно определяются своими координатами в базисе / ,  т.е. 
коэффициентами разложений

( A t  I =  ai l / l  +  021 /2  +  • - • + Oml/rn ,
J A c -1 =  012/ ]  +  <122/2 +  . . . +  «ml/m ,

Матрица
Atn =  0ln/l -I- a2п/з + • ■. + а mnfm .

A Jc =
O il 0)2 
021 O22

Oln
02n

Oml a m2 . . .  Omn
называется матрицей оператора А  в паре базисов е й / .  Для обозначения 
этой матрицы используется также символ (-4 ) /с.

Из единственности разложения вектора по базису следует, что при фик­
сированных базисах с и {  матрица линейного оператора определена одно­
значно.

Т е о р е м а  5 2 .2 . Пусть dim V  =  п, dim W =  m. Тогда существу­
ет взаимно однозначное соответствие между линейными операторами из 
C(V,W ) и матрицами из / , т х ".

Т е о р е м а  5 2 .3 . Пусть А  £  C { V , W ) , с и f  базисы пространств 
V uW  соответственно. Тогда если у =  А х , то

у/ =  Af ci t  .

Пусть /  £  C{V, И) - линейная форма в пространстве V над полем Р. 
Если еп базис пространства V', то линейная форма /  однозначно
определяется числами

£»i =  / ( d ) , . . . .  Qn =  /(««)•
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При этом для произвольного вектор» х =  53,"в | г >е> выполнено равенство 
f ( x )  =  а ( Г| + . . .  4- a nx„ .

Э то  представление называете» общим видом линейной формы / в баэиСе
e i , . . . , e „ .  Числа ............. а„  называются коэффициентами линейной форМь<
/ в базисе  в

Если И' =  V, то при построении матрицы линейного оператора А   ̂
C{V , И) используете» один базис е пространства V: столбцами этой матри. 
иы являю тся коэффициенты разложений некторов A t u . . . , A c n но базису 
d , . . . 1 е„ ; матрица обозначается символом At или (-4 ). и называется матри. 
ней оператора А в базисе е.  Очевидно, 6  Р пяп.

П р и м е р  52.6. Выяснить, являются ли линейными следующие пре­
образования

1. Преобразование - 4 ( r i , i j , r j )  =  ( x i . - x j . r i )  арифметического про­
стр ан ства  EtJ в себя.

2 . Преобразование _4(x i , x j ) =  ( n  + x j , x j  +  1) арифметического про­
стр ан ства R s в себя.

3. Преобразование А Х  =  1гЛ' пространства квадратных матриц R " * "  
в пространство R .

4. Преобразование А Х  =  det X  пространства квадратных матриц К " * 4 
в пространство R .

5. Преобразование Ap[t)  =  р(2( +  1) пространства многочленов Мп в 
себя.

6. Преобразование Ap(t)  =  ~  ^  пространства Л/„ в про­

стр ан ство  М  п-1 .
Р е ш е н и е .  1. Преобразование А  является линейным, так как если 

х =  ( x j , х3, х 3), у =  (y i , уг , уз) и а б й ,  то

А (х  +  у )  =  (х 3 +  у з , - г г  -  y i .H  +  9 i )  =  А х  +  Ау,
< 4(ах) =  (а х з , - o n . a x i )  =  аА х.

2 . Преобразование А  не является линейным, так как оно нулевой вектор 
(0 , 0 ) переводит в ненулевой вектор (0, 1).

3. Преобразование А  является линейным, так как в силу определения 
следа матрицы:

А ( Х  +  У) =  tr(A' +  Y) =  i r X  + u Y  =  A X  + A Y ,
А ( а Х )  =  I r (a X )  =  a l r X  =  а А Х .

Таки м  образом, это преобразование -  линейная форма в пространстве Ж "* ’1.
4. Преобразование А  является линейным лишь в случае n =  1, так как 

при п >  2 для любого а  £  R  выполнено равенство
А ( а Х )  =  det(aA ”) =  a "  det X  =  о пА Х ,  

что, например, при a  =  2 противоречит пункту 2 определения линейного 
оператора.

5. Преобразование А  является линейным, так как для любых p(t), q(t) £ 
М„ и а  £  R

А{р{  0  +  у (0 )  =  р(2< +  1) +  q{2t +  1) =  Ap(t)  +  Aq(t) ,
A (a p (t ) )  =  а р (21 +  1) =  aAp(t) .

6. Убедимся сначала, что преобразование А  переводит любой многочлен 
р ( 0  степени не выше п в многочлен степени не выше п — 1. Дейст вительно, 
при ( =  0 многочлен р(1 +  t) -  р(1 — t) обращается в нуль, и следовательно, 
в силу теоремы Безу его можно записать в виде р(1 +  t) — р(1 — t) =  tpi (t),
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rne pi ( 0  ~ многочлен и» единицу меньшей степени, чем многочлен р(1 + 0  -  
р ( 1  _  (). Поэтому Ap(l) =  pi ( I)  6  А1„_ 1 .

Линейность вы тек ает  из того, что для любых р (0 ,ч (0  €  М„ н а  €  Л

А Ы .) + , ( 0 )  -  t А (1),

П р и м е р  52 .7 . П остроить матрицу линейного оператора А, дей­
ствующего из п р остр ан ства M j в пространство Aft по правилу >1р(1) =

21~ ~ ----- в парс сстествсннЬ1Х базисов пространств Afj и Mi (см.

пример 5 2 .6 (6 )) .
Р е ш е н и е .  И так , в пространстве М2 выбран базис ei =  1, t j  =  (, 

e j =  I1 , i  « п р о стр ан стве  Afj -  базис /г =  1, /а =  I. Тогда имеем:

Аи  =  ^ г  =  ° =  о/' +о/*.

Лез =  о ± о ^  =  1 =  1/1+0/а,

A tз =  0  +  ° 2 ~ ~  ° 2 =  2 =  2/г +  0/з,

О тсю д а сл ед у ет, что

Л/. = |
О 1 2 
0 0 0

П р и м е р  52 .8 . П остроить матрицу линейного оператора А, действую­
щего из п р о стр а н ства  Ж3х3 в пространство IR по правилу .4.Y =  t r X,  в паре 
базисов

Ei = 1 0 
0 0 , £з =

0 1 
0 0 ■ = I 1 S , £« =

о о
О 1 (52.2)

пр остранства Ж3* 3 и f i  =  1 пространства К.
Р е ш е н и е .  Т а к  как

A E i  =  1 =  1 /г, А Е г  =  0 =  0/ ь Л £ э  = 0  = 0 / ,, =  1 =  1/,
то матрица оператора А  имеет вид

Л/е =  [ 1 0 0 1 ]. .

П р и м е р  52 .9 . П остроить матрицу линейного оператора А умножении
f a i l

квадратных м атр и ц  второго порядка слева на заданную матрицу с j  I

в естественном базисе (5 2 .2 ) пространства R 3* 2.
Р е ш е н и е .  Т а к  как

- » * - [ ;  5 1 [ J s 1

5][ !  И  

i ] [ !  Я

=  [ с О ] =  аЕ' +сЕз>

= [ о  ? ) = « £ + « * ■  

= 5 g ] = 6 ^ ,+ ^ 3 .
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5 ] [ S ?) =  ( о $ ) = » * + « * ,
т о  м атр и ц а оператора А  в базисе е имеет пил 

Г о 0 6 0 '
. О а 0 6

А* =  с  0 А 0 • *
О е О А

П р и м е р  5 2 .1 0 . П усть линейный оператор А ,  действую щ ий в п. 
мерном линейном пр остр ан стве V, переводит линейно независим ы е векторы 
f t , .  . . , / п  в векторы  gi соо тветствен н о . П у сть e i , . . . , e n -  некото­
ры й бази с п р о стр ан ства  V, a F  и G  -  м атри ц ы , столбц ы  которы х являю тся
координатны ми столбцам и векторов / j ......... /„ и д \ , . . . ,д „  со о тв етств ен н о  в
бази се е. Д о к а з а т ь , что  матрицу оператора А  в Оазисе е мож но найти из 
соотнош ения

At =  G F ~ '.
Р е ш е н и е .  В  силу теорем ы  5 2 .3  вы полнены  р авен ства

Ы «  =/!.(/■)«. '= Т 7 п ,
к о то р ы е мож но объединить в одно м атричное соотнош ение 

С  =  A CF .
T a x  как  вектор ы  / i , . . . , / »  линейно независим ы , т о  и сто лб ц ы  матри цы  
F  линейно независим ы , и следовательн о, м атр и ц а F  невы рож ден а и А е =  
G F ~ ' .  .

П р и м е р  5 2 .1 1 . П остр ои ть м атр и ц у оператора проектирования V 
п р о ст р а н ст в а  R 3 x J  на п одпр остр ан ство  L\ си м м етр и чески х  м атри ц пар ал­
л ельн о  п од п р остр ан ству  L i  кососи м м стрических м атр и ц  в бази се (5 2 .2 )  про­
с т р а н с т в а  R 3 x J .

Р е ш е н и е .  Воспо льзуем ся то ж д ество м

X  =  L (X  +  А’ г ) +  И *  ~  А 'г ),
к о то р о е, по су щ е ст ву , явл я ется  разлож ением произвольной м атр и ц ы  X  £  
R ,x 3  по п о д п р о стр ан ствам  L i  и L i ,  так  ч то  A i =  j ( A  +  Х т) и X i  =  
i ( X  — Х т). О т с ю д а  сл ед у ет, что  р ассм атр и ваем ы й  зд есь оператор про­
екти р о ван и я д е й ст в у е т  по правилу

V X = L { X + X T).

Т а к  как

Т Е ,  = 0 ^ -  \ 0 "  1 1/2 =  { E i  + £э)/2,

7>£з = 0 1/2 j
1/2 0 J =  ( E i + E 3 ) / 2 ,  ?> £ « = [ О

 О
 

«— О II

Р< =
‘ 1 0 

0 1/2 
0 1/2 
0 0

0 0 ‘ 
1/2 0 
1/2 0 
0 1

•

П р и м е р  5 2 .1 2 . П остр ои ть матри цу оператора отр аж ен и я  П  „ ро. 
с т р а н с т в а  многочленов Мз относительно п од п р о стр ан ства  L\ =  { / ( l )  g 
А/з | / (0 )  =  / '(0 )  =  0 )  параллельно п од пр остр ан ству  L i  =  { / ( f )  €  Л/з | / (1 )  =
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/'(О — 0 естественн ом  базисе пространств» А/».
Р е ш е н и е .  Вы берем базисы: /| =  I1, /3 =  I3 ■ /., и [ г тс. (I -  О’ . 

j t »  1(1 -  0 J  “ Нетрудно проверить, что L\ ®  t i  =  Af3.
Способ 1. Разлож им  произвольный многочлен p(i) =  яо +  a it  +  a j l1 + 

4315 по базису /з, /а, /э. /< • Решая соответствующую неоднородную систему 
линейных уравнений, получим

р(1 ) =  ( ° з  +  2at +  3 a o )lJ  +  ( 0 3  — at — 2ao)iJ +  яо(1 — l)J  +  (at + 2ao)l(l — 1)* 
О тсю да сл ед у ет, что

Л р (0  =  ( ° з  +  2 a t  +  3 a o ) l J  +  ( a 3 — a t — 2 a o )l5 — a o (l — I)1 — (a t +  2d o )!(l -  I)1 .
Таким образом , оператор Я  действует на векторы естественного базиса 

() s  1, e j  =  (, e j  =  I3 , е« =  I3 пространства Л/з следующим образом:
— —l-f6 1 ^  — 41"* =  —С) + 6 е 3 —4е^( Я ез =  — 1+ 41* — 2(5 — ез +4сз — 2с|,

Яез =  Г ■■ ез, Я е ( =  I5 =  е«.
С ледовательно, матрица оператора Я  в базисе с имеет вид 

-1  0 0 0

Я е =
0 -1  
6 4

- 4  - 2

С п особ  S. Воспользуем ся результатом примера 52.10.
С огласно определению  оператора отражения Я  его действие на векторы 

базиса / t./ 2,/ 3 ,/4 описы вается соотношениями
Я / , = / , ,  Я-/з =  /з, Я/з =  -/ з , Я / , =

В силу соотнош ения примера 52.10 Я £ =  C F - 1 , где
' 0 0 1 0 ‘ ' 0 0 - 1 0 '

0 0 - 2 1 0 0 2 - 1
F  = 1

0
0
1

1
0

- 2
1

» G = 1
0

0 - 1  2 
1 0 - 1  _

Найдем м атри ц у Я £ методом Гаусса-Ж ордана (§9):

ГО 0 1 0  1 Г 1 0 0 0 1 Г 1 0 0 0 1
0 0 - 2 1 - 2 1 0 0 элсментарпыс 0 1 0 0
1 0 1 - 2 1 - 2 1 0 преобразования 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 столбцов 0 0 0 1

0 0 - 1 0 ' -  1 0 0 0 - 1 0 0 0
0 0 2 - 1 2 - 1 0 0 0 - 1 0 0
1 0 - 1 2 - 1 2 1 0 6 4 1 0
0 1 0 - 1 0 - 1 0 1 - 4 - 2 0 ч

С ледовательно,

Я £ =

-1  
0 
6

- 4  - 2

0 0 
-1  

4
0 0 
1 0 
0 1

З А Д А Ч И

5 2 .1 .  Д о к а за т ь , что всякий линейный оператор, действую­
щий в одномерном пространстве, сводится к умножению всех
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нсктороя п ростран ства па фиксированное (для данного операто. 
р а ) число (т а к и е  операторы  назы ваю т скалярными).

6 2 .2 .  О п и сать  все линейные операторы  п р о стр ан ства  ®;+ 
введенного в задаче 4*1.9.

5 2 .3 .  В ы я сн и ть , какие из следую щ их отображ ений линейно, 
го п р о стр ан ства  V нал полем Р  являю тся линейными операто. 
рахгн:

а )  А х  =  а (а  -  фиксированный вектор );
б ) А х  =  х  +  а (а  -  фиксированный век т о р );
в ) А х  =  а х  ( а  -  фиксированное число из поля Р ).
5 2 .4 .  В ы я сн и ть , какие из следую щ их отображ ений геоме­

тр и ч еск ого  п р о стр ан ства  1 3 являю тся линейными операторами 
(зд е сь  а  и Ь  -  некоторы е задан н ы е век т о р ы ):

а )  А х  =  ( х ,  а ) а ;  б ) А х  =  {&,  х )  Ь ;
в )  Л х  =  ( а ,  х ) х ;  г ) Л х  =  [ х ,  а ];
д )  А х  =  [ а , [ х ,  Ь]].

5 2 . 5 .  П у сть  а ,  п -  ф иксированные ненулевы е вектор ы  гео­
м етр и ч еск о го  п р о стр ан ства  V2 или У3. П о к а за ть , ч то  следую щ ие 
преобразован и я явл я ю тся  линейны ми, и в ы я сн и т ь  их геом етри ­
ческий см ы сл :

а )  Л х  =  ( х ,  а ) ^ ;

б ) А  х  =  а ,  если ( а , п ) ф 0;
( а ,  п )

в )  А х =  х -  ( х ,  п ) — ;
1“ Г

А  х  =  х  -  ■ Х| а ,  если ( а , п ) ф 0 ;
( а ,  п )

Д) Л х  =  х  -  2 ( х ,  п ) — ;
I ПГ

а
е ) А х  =  2 ( х ,  а ) —  -  х ;

I а|*
ж ) А х  =  [ х ,  а ] , где а  -  заданны й единичны й в ек т о р .

5 2 . 6 .  П у ст ь  х =  ( x i , x j , . . . , x n) -  прои звольн ы й  век т о р  про­
с т р а н с т в а  К " . В ы я сн и т ь , какие из следую щ и х п реобразований 
п р о ст р а н с т в а  R "  явл я ю тся  линейными оп ер атор ам и :

а )  А х  =  ( х 3, х , , х 2) (п  =  3 );
б )  А х  =  ( х 3, х и х 2 -  1) (п  =  3 ) ;
в )  А х  =  ( x 2, x i  -  х 2) (п  =  2 ) ;
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г) А х  =  ( * > .* » » * § )  ( п =  3 );
д) / z  = (xi + 3 i j - 2 i 3 , 3 i , + i , - i 3 , 2 / 1+3 i , - i 3) (n = 3);
е) Л* = (sin * i,co sx„*3) (л = 3);
ж ) A x  =  ■ " 1^1)1
з) Ax =  ( z i ,2 | z j| ,- 3 z 3) (n =  3).
5 2 ,7 . Вы яснить, какие из следующих преобразований про­

странства многочленов А/„ являются линейными операторами: 

а) / / ( 0  =  / ( - 0 ;  б ) Д / (0  =  / (« +  ! ) ;
d) A f (0 = Д°* + )̂« где а Ф 0, Ь - фиксированные числа;
г) / / ( 0  -  /(* Н 0 ) где *  £ И фиксировано;
д) >t/(0 = /(' + 0-/(0;
e) Af{l) — / 0  +  0  ~ э (0 >  где 9 { 0  _ фиксированный ненулевой

многочлен;
ж )  > 1 / ( 0  =  ‘ Д О ;  ( л / ( 0  =  « / ' ( 0 ;
И ) М 0  =  / ( « Н ^ ( ‘ - < 0 + ф ( < - а ) ?+.

где A: G N и а €  К фиксированы;

к) > 1/ (0  =
Д -0  -  ДО) + ДО. 

(2 л )  - 4 / ( 0  =  / ( I s );

м) A №  =  \ J ‘ № d i .

5 2 .8 .  П о к а за ть , ч то  дифференцирование определяет линей­
ное отображ ение:

а) п р о ст р ан ства  многочленов Мп в пространство многочле­
нов Мп-  li

б) п р о ст р ан ства  четны х многочленов степени не выше 2л в 
пространство нечетны х многочленов степени не выше 2л -  1;

в) п р о стр ан ства  нечетных многочленов степени не выше 2л+ 
1 в п ростран ство  четны х многочленов степени не выше 2л.

5 2 .9 .  П о к а за ть , что отображение /(() н* f ( t 7) определяет 
линейное отображ ение пространства Мп в пространство много­
членов М 2п■

5 2 .1 0 .  П о к азать , что отображение/(/) н-* / /(f)rff при лю­

бом а  С К определяет линейное отображение пространства мно­
гочленов М„ в пространство Л/п+1.

5 2 .1 1 .  Н ы яснить, какие из следующих отображений про­
странства м атри ц Жп хт являются линейными операторами: 

а) А Х  =  Х т;
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б) ИД' = В А', где В -  заданная квадратная матрица п-го 
порядка;

и) «4 А’ = ВХ С , где В, С -  заданные квадратные матрицы 
п-го и т-го порядков соответственно;

г) АХ = ЛХ + Х /?, где Bt С -  заданные квадратные матрицы 
п-го и m-ro порядков соответственно;

д) АХ = А’ь где ,Yj получена из матрицы А' перестановкой 
первого и последнего столбцов.

52.12. Выяснить, какие из следующих отображений явля­
ются линейными операторами, действующими из пространства 
квадратных матриц Rn*n в подходящее линейное пространство 
V' (в каждом случае указать это пространство V):

а) АХ  = ±(.Y + А'т ); б) АХ = |(А -  А'г );
в) АХ  = tr.Y;
г) .4А' = 1г(ВХ), где В -  заданная квадратная матрица п-го 

порядка;
д) АХ = detA;
е) АХ  = del(BX), где В - заданная квадратная матрица п-го 

порядка;
ж) АХ  = rg.Y;
з) .4.Y = ХС, где С -  заданная матрица размера л х т ;
и) АХ  = [А', В] -  коммутатор матрицы .Y и заданной ква­

дратной матрицы В порядка п;
к) АХ  = А' ® В -  кронекерово произведение матрицы X и 

заданной матрицы В размера m х к.
52.13. Доказать линейность отображения А и выяснить,

является ли оно сюръективным, инъективным или биективным, 
если: ^

а) А -  нулевое отображение;
б) А тождественное отображение;
в) А сводится к умножению вектора на фиксированное число 

из поля.
52.14. Пусть / i,...,/ t -  линейно независимые векторы ли­

нейного пространства V, а 0 Ь . . . , 0* -  некоторые векторы про­
странства И'. Доказать, что существует линейный оператор 
А € £ ( l ', IV) такой, что Afc = <7, для всех i = l,fc. В каком 
случае оператор А единствен?

52.15. Пусть / i,...,/* -  векторы линейного пространства 
V, a <7i , . . . , <7* -  векторы пространства W. Найти необходимые
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„ достаточные условия, при которых:
а) сущ ествует линейный оператор А € C{V,W )  такой, что 

Af, -  9> иля вс‘:* « =  T jt ;
б) такой линейный оператор А единствен.
6 2 .1 6 . П усть L линейное подпространство пространства 

V', А -  произвольный линейный оператор, действующий из /, в 
некоторое линейное пространство W .

1. Д оказать, что найдется оператор из £(V , W ), действие 
которого на подпространстве L совпадает с оператором А.

2. Показать, что если поле Р бесконечно, то таких линейных 
операторов сущ ествует бесконечно много.

5 2 .1 7 . В пространстве многочленов А/„ построить два раз­
личных оператора, совпадающих на подпространстве Л/„_! с 
оператором дифференцирования.

5 2 .1 8 . П усть пространство V  есть прямая сумма подпро­
странств Л|, . . . ,  />р. Показать, что действие линейного операто­
ра А на любой вектор пространства определяется единственным 
образом, если известно действие этого оператора на каждом из 
подпространств L \, . . . ,  Lp.

5 2 .1 9 . Выяснить, какие из следующих отображений про­
странства Уз являются линейными формами:

а) / ( х )  =  о , где а  €  й задано;
б) / ( х )  =  ( х ,  а ) , где а  -  заданный вектор;
в) / (  х )  =  cos( х7~а), где а -  заданный вектор;
г) / (  х )  =  ( х ,  х ) ;
д) / ( х )  =  ( а , х ,  Ь ) ,  где а , b  -  заданные векторы;
е) / (  х )  =  ( х ,  [а , х ]) , где а  заданный вектор.
5 2 .2 0 . В пространстве V  фиксирован базис et l . . . , e n. Дока­

зать, что отображение, ставящее в соответствие каждому векто­
ру х пространства V  его i-ю координату в этом базисе, является 
линейной формой.

5 2 .2 1 . Пусть а £  1 -  некоторое фиксированное число. Пока­
зать, что отображение /(< ) и-* / ( а )  задает в пространстве мно­
гочленов Мп линейную форму. Верно ли обратное: всякую ли­
нейную форму в пространстве М„ можно задать таким образом 
при подходящем выборе числа а ?

5 2 .2 2 . Пусть а, Ь 6 К -  некоторые фиксированные числа. По­
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казать , ч т о  о т о б р а ж е н и е  /(<) >-* /(/) di  за д а е т  в п р о ст р а н ств е
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многочленов Л/„ линейную форму. Верно ли обратное: всякую 
линейную форму в пространстве Л/„ можно зад ать  таким обра. 
зом при подходящем выборе чисел а  и 6 ?

5 2 .2 3 .  М ожет ли линейная форма на комплексном линейном 
пространстве принимать только действительные значения?

Оператор А  задан твоим действием на произвольный вектор 
х — ( * i , х 3, х 3) арифметического пространства I 3 . Построить 
матрицу этого оператора: а) в естественном базисе e j , е 3, е3; б) в 
базисе е 1 +  е3, е 3 +  с3, е| +  е3 .

5 2 .2 4 .  Ат =  (х3 +  х3, 2i| + х3, 3xi -  х 3 + х3).
5 2 .2 5 .  А х  =  (х , -  х 3 4 -13, х3, х г).
5 2 .2 6 .  А х  =  (x i -  х 3, х 3 -  х 3, х 3 -  х , ) .

Оператор А,  действующий в пространстве I 3, переводит век­
торы / ь  /г, /з соответственно в векторы  д и д 3, д 3. П остроить ма­
трицу этого оператора: а) в естественном базисе пространства 
К3, б) в базисе , /2, /3.

5 2 .2 7 .  /, = ( 2 , 3 ,5 ) ,  J 3 =  ( 0 ,1 ,2 ) ,  /3 =  ( 1 ,0 ,0 ) ,
Si = 0 , 1 , 1 ) .  Л  =  ( 1 , 1 , - 1 ) ,  S3 =  ( 2 ,1 ,2 ) .

5 2 .2 8 .  /, = ( 2 , 0 , 3 ) , / ,  =  ( 4 , 1 , 5 ) , /а =  ( 3 ,1 ,2 ) ,
S . =  ( 1 , 2 , - 1 ) ,  =  ( 4 , 5 , - 2 ) ,  S3 =  ( 1 , - 1 , 1 ) .

5 2 .2 9 .  /, =  ( 5 , 3 , 1 ) , /г =  ( 1 , - 3 , - 2 ) ,  /э =  ( 1 ,2 ,1 ) ,
ffi =  ( - 2 , 1 , 0 ) ,  д 3 =  ( - 1 , 3 , 0 ) ,  5з =  ( - 2 , - 3 , 0 ) .

Оператор А , действующий из пространства К " в простран­
ство  1 т , переводит линейно независимые векторы  , . . . ,  6  1 "
соответственно в векторы S i, •••,?„ 6  Km- П острои ть матрицу 
этого оператора в паре естественны х базисов п р остр ан ств 1 "  и
- т

5 2 .3 0 .  п =  2, 771 =  3,
/. = ( 2 , - 1 ) , /г =  ( 1 , - 1 ) ,
S. =  ( - 4 , 2 , - 1 ) ,  s= =  ( - 1 , 1 , - 1 ) -

5 2 .3 1 .  п =  3. т  =  2,
/. =  ( 0 ,1 ,1 ) ,  /2 =  ( 1 ,1 ,1 ) ,  /3 =  ( 1 ,0 ,1 ) ,
</> = (3,-1), s» = (2,0), ss = (0,1).

5 2 .3 2 .  n =  2, т  =  5,
/. = ( 2 , 1 ) ,  Ь  =  (1 ,1 ) ,
Si =  ( - 2 , - 2 , 2 , 3 , 0 ) ,  д 3 =  ( 5 , - 1 , - 2 , 0 , 3 ) .

5 2 .3 3 .  п =  4 , т  =  2,
/, =  ( 4 , 3 , - 1 , 7 ) ,  /2 =  ( 5 ,2 ,3 ,7 ) ,  /3 =  ( 9 , 7 ,2 ,6 ) ,
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/4 — ( — 3 2 2 1 )
$> =  ( 0 , 8 ) , У  =  ,(Я 5,33),д3 =  (19119))!,4 = (-2 ,0 ) .

Б 2 .34 . п =  3, m =  4,
/1  =  ( 1 ,1 ,2 ) ,  / ,  =  (1 ,2 ,3 ) , / 3 = (1 ,2 ,4 ),
0 . =  ( - 4 , 2 , 1 4 , - 6 ) ,  <73 =  ( - 2 ,1 ,7 ,  -3 ) ,  да = ( - 6,3 ,2 1 ,-9 ).

5 2 .3 5 . п =  4, m =  3,
/1 =  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  /а =  ( 1 , 1 . - 1 . - 1 ) ,  /з =  ( 1 , - М , - 1 ) ,
А  =  ( - 1 , 1 , 1 , - 1 ) ,
«7, =  ( 0 ,8 ,0 ) ,  <72 =  ( —2 ,8 ,4 ) ,з , =  ( 2 ,2 4 ,-4 ) ,д< = ( 4 ,8 , - 8). 

О п е р а т о р  А-, д ей ству ю щ и й  в комплексном арифметическом 
п р о с т р а н с т в е  С 2 , п ер ев о д и т  векторы  /ь/а соответственно в век­
торы  9i , <7j . П о с т р о и т ь  м атр и ц у  этого оператора в естественном 
бази се п р о с т р а н с т в а  С 2.

5 2 .3 6 . / ,  =  (i ,  1), /2  =  (l.t) .ffi = ( « - 1 . »+1)>0з = (»'+!.»-!)■
5 2 .3 7 . / ,  =  ( 1 , - 0 , / 2  =  ( - » , ! ) ,  <7i = (0,0), $а = (2 ,2i).
5 2 .3 8 . / ,  =  (1 , *)» /а =  (0 ,1 ), 0, =  (*,~1), 0а = (1,20- 
О п е р а т о р  А  д е й с т в у е т  в п ространстве многочленов А/„. По­

с т р о и т ь  м а т р и ц у  э т о г о  оп ератор а в естественном базисе этого 
п р о с т р а н с т в а .

5 2 .3 9 .  А  =  V  -  о п ер ато р  дифференцирования.
5 2 .4 0 .  А  =  V 2 -  оп ер ато р  двукратного дифференцирования.

5 2 .4 1 .  A f ( t )  =  -  разностный оператор (h -
п

ф и к си р о ван н о е п о л о ж и т ел ь н о е  число).

5 2 .4 2 .  A f ( t )  =  j j ‘ Ц 0  Ц .

5 2 .4 3 .  A f ( t )  =  — — - -  ̂ ^ -------- - ,  где a -  произвольное фик­
си р о ва н н о е  ч и с л о . ^

5 2 .4 4 .  Р а с с м а т р и в а я  оператор дифференцирования V как
о п е р а т о р , д е й с т в у ю щ и й  из М„ в Л/„_ь  построить его матрицу 
в п ар е б а з и с о в  1 и I,  t , t 2, . . .  , Г ~ ‘. В этой же паре
б а зи со в  н а й т и  м а т р и ц у  оп ератор а интегрирования

Af(t) = f № %
Jo

как о п е р а т о р а  и з Л/„_, в М„.

5 2 .4 5 .  П р о с т р а н с т в о  V  является прямой суммой подпро­
с т р а н с т в  L i  и Z,2 . Б а з и с  e u . . . , e n выбран таким образом, что



векторы e i , . . . ,e t  образуют базис подпространств Llt а некто, 
ры et+i , . . . , c n -  базис подпространства Ла. В базисе ct, . . <>e 
составить:

а) матрицу оператора проектирования на L\ параллельно Lt-
б) матрицу оператора проектирования на L3 параллельно
в) матрицу оператора отражения относительно L\ парал. 

лельно /vj.
52.46. Пусть в пространстве V3 задана прямоугольная де. 

картова система координат {О; еь еа, е3}, Для линейного опе­
ратора А, действующего по правилу:

А х  = [х, а],
где а = {o j,a j,a 3} -  фиксированный ненулевой вектор, найти 
матрицу в базисе elt es, е3.

52.47. Пусть а = {а ^ ^ а з } ,  п = {п^т^Пз} -  некоторые 
единичные векторы геометрического пространства К3, коорди­
наты которых заданы в прямоугольной декартовой системе ко­
ординат {О; e j, е2> е3}. Найти матрицу линейного оператора А 
в базисе е 1; е3) е3, если А осуществляет:

а) ортогональное проектирование на плоскость ( г, п) = 0 ;
б) ортогональное проектирование на прямую [г, а] = 0 ;
в) проектирование на плоскость ( г, п) = 0 параллельно век­

тору а (( а, п) ф 0 );
г) проектирование на прямую [г, а] = 0  параллельно плос­

кости ( г, п) = 0 ( ( а, п) ф 0 );
д) ортогональное отражение относительно плоскости ( г, п) =

0 ;

е) ортогональное отражение относительно прямой [ г, а] = 0 ;
ж) отражение относительно плоскости ( г, п) = 0 параллель­

но вектору а ( ( а, п) ф 0 );
з) отражение относительно прямой [г, а] = 0  параллельно 

плоскости ( г, п) = 0 ( (а, п) ф 0 ).
52.48. Пусть в геометрическом пространстве V3 задана пря­

моугольная декартова система координат {О; е1( е2, е3}. В ба­
зисе в|, е2> е3 найти матрицу оператора V ортогонального про­
ектирования на подпространство L , если А является:

а) прямой х = г — 0 ;
б) прямой х = у = г\
в) плоскостью х + у + г = 0 ;
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г )  п л о с к о с т ь ю , н а т я н у т о й  на вектор ы  а  =  { - 1 , 1 ,  — 1 } и  Ь  =  
{ I ,  - 3 , 2 } .

5 2 . 4 9 .  П у с т ь  в гео м етр и ч еск о м  п р о ст р ан стве  V3 за д а н а  пря- 
иоУго л ьн ая  д е к а р т о в а  с и ст е м а  коор ди н ат { О ;  e i , e 3 l e.-i}. В  б а ­
зисе е | , е а , е я н а й ти  м а т р и ц у  оп ер атор а V  п роектирования на 
л о д п р о ст р а н ст в о  L x п а р а л л ел ьн о  п одп р остр ан ству  Л 2,е с л и :

а ) L\ о п р ед ел ен о  у р авн ен и ем  х =  0 , a  L 3 -  уравнениями 2 х  =

2у = ~ г '
б) Ь\ и м е е т  у р а в н е н и е  х  =  у, a  L j  оп ределяется систем ой 

уравнений х  +  у  +  г  =  0 ,  2 х  4- у +  4z  =  0 ;
в ) L 1 о п р е д е л е н о  ур авн ен и ям и  - 2 0 х  =  lo y  =  1 2 г , a  L 7 - 

уравнением 2 х  +  З у  -  г  =  0 ;
г ) /,, о п р ед ел ен о  си ст ем о й  уравнений х -  у + г  =  0 , 2 х  -  Зу +

=  0 , a  L 2 -  у р а в н е н и е м  2 х  +  Зу -  \г =  0.
5 2 . 5 0 .  П у с т ь  в  ге о м е тр и ч еск о м  п р о ст р ан стве  V3 за д а н а  пря­

м оугольн ая д е к а р т о в а  с и с т е м а  коор ди н ат { О ;  е и  е 2, е 3} .  В  ба­
зисе е ь  е 2 , е 3 н а й т и  м а т р и ц у  оп ер атор а И  ор тогон ального  о т ­
ражения о т н о с и т е л ь н о :

а ) п л о ск о с т и  х  =  0 ;
б ) п рям ой  х  =  2 у =  г ;
в )  п л о с к о с т и , н а т я н у т о й  на вектор ы  а  =  { 1 , 0 ,  —1 } и b  =  

{ U , - 2 } -
5 2 . 5 1 .  П у с т ь  в гео м е тр и ч еск о м  п р о ст р а н ств е  V3 зад ан а  пря­

м оугольная д е к а р т о в а  с и с т е м а  коор ди н ат {О ; e i ,  е 2, е 3} .  В ба­
зисе е ь  е 2 , е 3 н а й ти  м а т р и ц у  о п ер атор а 7Z отр аж ен и я :

а ) о т н о с и т е л ь н о  п л о ск о ст и  х  =  0  п ар аллельн о прямой 2х  =  

У =  - г ;
б) о т н о с и т е л ь н о  прям ой  х  =  х , х  — y +  z =  0  параллельно 

плоскости  х  +  у  =  0 .
5 2 . 5 2 .  В  г е о м е т р и ч е с к о м  п р о ст р а н ств е  V3 задан  ортонорми- 

рованный б а з и с  в ) ,  е 2 , е 3 . П о ст р о и ть  в этом  базисе м атрицу 
оп ератор а п о в о р о т а  п р о с т р а н с т в а :

а ) на у го л  а  в о к р у г  н ек то р а  е 3 ;
б) на у го л  7г/2 в о к р у г  в е к т о р а  e t ;
в) на у г о л  2тг/3 в о к р у г  прямой х  =  у =  г.
5 2 . 5 3 .  И е с т е с т в е н н о м  б ази се  (5 2 .2 )  п р о стр ан ства  З.2* 2 к в а ­

дратны х м а т р и ц  в т о р о г о  п ор ядк а н айти м атри ц у:
а ) о п е р а т о р а  у м н о ж е н и я  сл е в а  на задан н ую  к вад р атн у ю  м а­

трицу Л =  ( а , ; ) в т о р о г о  п ор ядк а;
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б) оператора умножения спрана на заданную квадратную  ма 
трицу А =  (а,у) второго порядка.

5 2 .5 4 .  В естественном базисе (52 ,2 ) пространства R 3* 3 ква­
дратны х матриц второго порядка найти матрицу:

а) оператора транспонирования,
б) оператора Q, который каждой матрице X  с т а в и т  в со о т­

ветстви е матрицу АХ В ,  где А =  (о1;) и В  — (6 , ,)  -  заданные 
квадратны е матрицы второго порядка,

в ) оператора X ,  определенного соотношением

F X  =  АХ  +  X  В,
где .4 =  (а у ) и В  =  (6у ) -  заданные квадратны е матрицы  вто ­
рого порядка.

5 2 .5 5 .  П усть в пространстве К '" *"  фиксирован естественны й 
базис из матричных единиц Е ц , Е ц , . . . , Е 1ги i =  l ,m .  П усть 
далее А к В  -  заданные квадратны е матрицы соответственно 
порядков т и п .  Рассмотрим операторы Q и X ,  определенные 
соотношениями

дх = АХ В,
I X  =  АХ  +  Л' В.

Д оказать, что в указанном базисе матрица:
а) оператора Q есть кронекерово произведение А ® В г \
б) оператора Т  есть А ® 1п +  /т  ® В т.
Найти матрицы тех же операторов в естественном базисе, 

занумерованном другим образом: Е ^ ^ Е ^ , . .  • 1 E*mj , j  — 1,71.
5 2 .5 6 .  Отображение А  арифметического простран ства R 2 в 

пространство матриц R 3* 3 задано соотношением

А (х,у) х -У  
У х . ‘

П оказать линейность и инъективность этого отображения и по­
строить его матрицу в естественных базисах пространств R 2 и
а 2* 5.

5 2 .5 7 . Отображение А  арифметического пространства I 3 в 
пространство матриц R2* 3 задано соотношением

Показать линейность и инъективность этого отображения и по­
строить его матрицу в естественных базисах пространств R 3 и 
Л2х3.
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6 2 .5 8 . Отображение А арифметического пространства R3 
вещественное пространство комплексных матриц С2х2 задано

соотношением
Г Х3 Х| +  * T j 

z ,  -  i x j  - z 3
-4 ( х , , * а, 1 3) =

Показать линейность и инъективность этого отображения и по­
строить его матрицу в естественном базисе пространства Л3 и 
базисе £ ц ,  iE xu EiXt iE ,u E l2, tb’„ , E1J} iEJ2 пространства C2x2.

52.59. Отображение А арифметического пространства R1 
0 вещественное пространство комплексных матриц С2х2 задано 
соотношением

■А(х Хух 2, х 3ух ^  =  _7 — |

где a =  i ,  + iх2у b =  х3 + ix4. Показать линейность и инъек­
тивность этого отображения и построить его матрицу в есте­
ственном базисе пространства R3 и базисе пространства С2х2, 
указанном в предыдущей задаче.

§53. М атрицы  линейного оператора в различных 
бази сах. Эквивалентные и подобные матрицы

Матрицы А, В  в  Р п* п называются подобными, если существует невы­
рожденная матрица Q такая, что

А =  Q~'BQ.
Т е о р е м а  5 3 .1 .  Матрицы А ]е и A,t линейного оператора А  6  

C(V, IV) в парах базисов  е, / u t =  еС, з =  J D  связаны соотношением 

Ац  =  D 1 A jtC .

С л е д с т в и е  1. Матрицы линейного оператора в различных парах 
базисов эквивалентны  (§16 ).

С л е д с т в и е  2. Ранг матрицы линейного оператора не зависит от 
выбора базисов .

Т е о р е м а  5 3 .2 .  Д ве матрицы А и В над полем Р одинакового 
размера т х  п эквивалентны тогда  и только тогда, когда они являются 
матрицами одного и т о г о  ж е  линейного оператора А  £ C(V, W), где V и 
И' -  линейные п р о ст р а н ств а  над полем Р размерностей п и т  соответ­
ственно.

Если IV =  V, то при переходе от базиса е к базису / =  eQ матрица 
оператора А  £  C(V, V) изменяется по закону:

A , = Q ~ ' A ' Q .  (53.1)

Таким образом, одному  и то м у  ж е линейному оператору А  €  £(V', V’) 
соответствует целый класс матриц, подобных друг другу.
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О ч еви дн о, ч то  две матрицы  Л , й  €  Я " " "  подобны т о г д а  и то л ьк о  т о гд а , 
к о гд а  они япляю тся матрицами одного и того ж е линейного о пер атор а, дей­
с т ву ю щ е го  в n -мермом линейном пр остр ан стве над полем Р  (тео р ем а  53 .2 ).

И зсо отн пш сния (5 3 .1 ) следует, что  все м атри ц ы  одного и то го  ж е линей­
ного оп ер атор а им ею т одинаковый определитель. О п р едел и тел ем  линейного 
о п е р а т о р а  А Е £ (V ’, V ) н азы вается определитель м атри ц ы  этого  оператора 
в пр оизвольном базисе. О б о з  н а ч  е н и е :  d e l А. И так , 

del А =  d e l А , .

П р и м е р  5 3 .1 . П усть оператор А, действую щ ий в n-мерном про­
с т р а н с т в е  К , переводит линейно независим ы е векторы  ............../„ в векторы
0 } с оот вет с т венно.  П усть e i , . . . , e n - некоторый базис п р о стр ан ства  
V ,  a F  и С  -  м атр и ц ы , столбцы  которы х явл яю тся  координатны ми сто лб ц а­
ми со о т в ет ст в ен н о  векторов /я и .............. ...  в базисе г . Д о к а з а т ь , что
м атр и ц у оператора А в базисе / можно найти из соотнош ения

А ,  =  F - ' G .
Р е ш е н и е .  К ак  показано вы ш е в примере 5 2 .1 0 , вы полнено соотн ош е­

ние А ,  — G F - *.
Т а к  как м атр и ц а перехода о т  б азиса е к базису / со в п а д а ет  с  матрицей 

F ,  т о  в силу соотнош ения (5 3 .1 )

А /  =  F ~ ' ( G F ~ ' ) F  =  F ~ l G . .

З А Д А Ч И

5 3 . 1 .  К ак  изменится м атри ц а линейного оп ер атор а А  6  
C ( V ,V )  в  базисе е | , . . . , е „ ,  если в этом  базисе:

а )  пом енять м естам и два вектор а е, и е<;
б ) у м н ож и ть вектор  е, на число а  ф 0 ?
5 3 . 2 .  Д о к а за т ь , ч то  матрицы  одного и т о го  ж е линейного 

о п ер атор а в д ву х  базисах совп ад аю т т о г д а  и то л ь к о  т о г д а , ко­
г д а  м атр и ц ы  перехода о т  одного из э т и х  бази сов к другом у пе­
р естан овоч н а с матрицей линейного оп ер атор а в одном из эти х 
бази со в .

5 3 . 3 .  Линейный оператор А  в  базисе e j , . . . , e n и м еет верх­
ню ю  тр еугольн ую  матрицу. В каком базисе его м атр и ц а  будет 
нижней треугольной?

5 3 .4 .  Линейный оператор А  в базисе e i , e 2, e 3 l e., и м еет м а­
трицу

' 1 2 0 1 '
3 0 - 1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

Н айти м атрицу этого оператора в базисе:
а ) е 1>е з , е 2,е4,
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б) е и с ! +  е2, е, 4- г , 4  с3, в! 4  с , + е3 4  с ,.
5 3 .5 . Линейный оператор .4 » базисе et l e j ,t j  имеет матрицу

15 -1 1 5
20 - 1 5 8

8 - 7 6
Найти м а т р и ц у  э т о г о  о п е р а т о р а  в б ази се

/1 = 2е 1 4  Зе2 4  с'з, / 2 = Зеi 4  4с2 4  е3, / 3 =  £\  4  2е2 4  2е3.
5 3 .6 . Линейный оператор А  в базисе

!\ =  ( 8 , - 6 , 7 ) ,  h  =  ( - 1 6 ,7 , - 1 3 ) ,  /з  =  ( 9 , - 3 , 7 )  
имеет матрицу

1 - 1 8 15
- 1 - 2 2 15

1 - 2 5 22
Найти матрицу этого оператора в базисе

9i =  ( 1 , - 2 , 1 ) ,  л  =  ( 3 , - 1 , 2 ) , 5з =  (2 ,1 ,2 ) .
5 3 .7 . Дан вектор а =  { 1 ,2 ,3 } .  Найти матрицу линейного 

оператора 4 х  =  ( х ,  а ) а  геометрического пространства V3:
а) в ортонормированием базисе e i , e 3, е 3, в котором даны 

координаты всех векторов;
б) в базисе Ь, =  { 1 ,0 ,1 } ,  Ь2 =  { 2 , 0 , - 1 } ,  Ь3 =  { 1 ,1 ,0 } .
5 3 .8 . В геометрическом пространстве V7 задана аффинная 

система координат {О; в ), е 2} . В базисе е ь  е 2 найти матрицу 
оператора А ,  если А  осуществляет:

а) отражение плоскости относительно прямой i  +  2у =  0 па­
раллельно прямой х 4- Зу =  0;

б) проектирование плоскости на прямую х 4 у  =  0 паралельно 
прямой 4х +  5у =  0;

в) сжатие с коэффициентом А =  2 к прямой Зх — 2у =  0 
параллельно прямой х — у =  0.

5 3 .9 . В геометрическом пространстве V3 задана прямоуголь­
ная декартова система координат {О ; е ь  е2, е3} . В базисе e i , e 2, 
е3 найти матрицу линейного оператора А, если А  осуществляет:

а) проектирование на плоскость Зх -  у =  0 параллельно пря- 
мой х 4- г =  0, х 4- у 4  2г =  0;

б) отражение пространства относительно прямой х =  у =  
-2 г  параллельно плоскости х 4  у 4  Зг =  0;

в) сжатие с коэффициентом А =  2 к плоскости х — 2z =  0 
параллельно прямой х =  у =  г;
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г) поворот вокруг прямой х =  у =  - г  на угол тг/2;
д) поворот вокруг прямой х 4- у =  0, у -  г — 0 па такой угол, 

что первая из данных плоскостей переходит во вторую.
5 3 .1 0 .  П усть линейный оператор А,  действующ ий в п мер.

ном линейном пространстве I ' ,  переводит линейно независимые 
векторы в векторы д\,...,дп соответствен н о. П усть
e i , , . . , e n -  некоторый базис пространства V', а /■’ и G  -  м атри ­
цы, столбцы которых являются координатными столбцами со­
ответственно векторов и £ | в  базисе е. Найти
матрицу оператора А ‘

а) в базисе е;
б) в базисе / из столбцов матрицы F ;
в) в базисе д  из столбцов матрицы G  (при условии, ч то  G  

невырождена).
5 3 .1 1 .  Пусть .4 -  невырожденная матрица порядка п, В  -  

матрица размера m х п. Д оказать, что найдется единственное 
линейное отображение А  пространства Кп в пространство Жт , 
при котором образами столбцов матрицы А являю тся со о твет­
ствующ ие столбцы матрицы В.  Найти матрицу оператора А'.

а) в естественных базисах пространств;
б) в базисе пространства К" из столбцов матрицы  А и е сте ­

ственном базисе пространства Нт ;
в) в базисе пространства Ж" из столбцов матрицы  А и базисе 

пространства Rm из столбцов матрицы В  (при условии, ч то  тп =  
п и  В  невырожлена).

5 3 .1 2 . Координаты векторов /|,/а,/з и 01 ,02 ,03  трехмерного 
линейного пространства V' заданы в некотором базисе e i , e 2,e 3. 
Линейный оператор А  переводит векторы /, в д , ( i  =  1 ,2 ,3 ) .  
Построить матрицу оператора А : а) в базисе e i , e 2, е3; б) в базисе 
/ь/а,/э, если:

1) /я =  ( 1 . 1 . 0 ,  /а =  ( 1 . 0 . - 3 ) ,  / , =  ( 0 .1 ,3 ) ,
Si =  (1 ,1 ,1 ) ,  s* =  ( 2 , 0 , - 6 ) ,  S3 =  ( 0 ,2 ,6 ) ;

2 )  /. =  ( 1 , 1 , - 1 ) , /а =  ( 2 , 1 ,0 ) , /3 =  ( 3 ,0 ,2 ) ,
01 =  (0 ,0 ,0 ) ,  0 , =  (2 ,1 ,0 ) ,  0а =  (3 ,0 ,2 ) ;

3 ; /, =  (0 .2 ,1 ) ,  /, =  ( - 1 , 1 , - 1 ) ,  /, =  ( 1 , - 2 , 0 ) ,
9i =  (0 ,0 ,0 ) ,  д2 =  ( - 2 , 2 , - 2 ) ,  0 ,  =  ( 1 . - 3 . - 1 ) ;

4) /, =  ( 2 , 0 , - 1 ) ,  /, =  ( —1,2 , - 1 ) ,  /з =  ( 0 , - 1 , 1 ) ,  
р, =  ( - 6 ,0 , 3 ) ,  д ,  =  ( 5 , - 6 , 2 ) ,  0з =  (0 , —2 ,2 ) .

5 3 .1 3 . Линейный оператор А  имеет в базисе с матрицу .4,,
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R координатные столбцы  векторов нового базиса / образуют ма* 
тоииу S.  В ы ч и сл и ть матрицу оператора А  в базисе /, если'

'  °  2 ]  [ 2 И .
- 1  - 3  J ’ 1 - 1  - 1  ] ’

2) А,  =
- 4

5

з)д. = [ - з

■1) Л. = [ - з  " ? ] . * * [ - >  1 ]'

5) Ае =

9) А{ =

4
-3

0 2 1 
2 8 2
1 2 О

, 5  =

2 2 -1
2 - 1  2

- 1 2  2
' - 9 3 7 ' 1 1 1 ■

— 1 1 - 1 , 5  = 1 -1 0 1
- И 3 9 _ 1 2 1

' 2 5 1 ' 2 -1 -1 ■
- - 1 - 3 0 -1 1 0 f

- 2 - 3 - 2 . -1 0 2

' 2 - 1 0 ' 1 1 0
- 1 2 - 1 , 5  = 1 0 1 1

0 - 1 1 1 -3  3 .

- 2 - 1 3 - 7  ' 1 1 1 O '
- 3 0 3 - 7 с — -3  0 - 1 1

= 3 1 - 2 7 > Ь  - 0 1 1 0
3 1 - 3 8 0 0 1 0 .

' 2 - 1 0 0 ' 0 1 1 1
- 1 2 - 1 -1 С — -1 0 1 1

0 - 1 2 0 > J  =
-1 -1 0 1

0 - 1 0 2 -1 -1 -1  0

5 3 .1 4 .  Линейный оператор А  имеет в базисе е комплексного 
линейного п р о стр ан ства  матрицу .4 ,, а координатные столбцы 
векторов ноного базиса / образуют матрицу S. Вычислить ма­
трицу оп ератор а А  в базисе /, если:
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‘ 3 -3 1 ’ ' 1 1 + 1 1 -  1 ’
2) А. = 3 -2 2 , 5 - 1 1 1 «

. -1 2 0 -1 —1 1
' 1 1 1 1 ' ’ 2 1 -1 0 ■

3) л, = 1
1 -

1 -  
1

1
1

-1
-1 , 5  =

1 0 
0 1

1 -  
1

1
0

1 - » - 1 « 1 0 1 1
' - 5  -2  - 3  - Г

ОО

IIм-т 4 2 2 1 
6 3 3 1 , 5  = - 1 1 - 1  1 

- 1 - 1  - 1  i
2 - 3 4 0 - 1  3t — 3 г — 3 — 3*

53.15. Линейный оператор, действующий из пространств 
R" в пространство Rm, задан матрицей А/е в паре естественны* 
базисов этих пространств. Координатные столбцы новых базцс. 
ных векторов д и Л составляют соответственно матрицы 5 и 7' 
Вычислить матрицу линейного оператора Л в паре базисов д и 
Л, если:

1) п = 3, m = 2 ,

Af<
-1 2 1

1 - 1  0 ’

2) п = 4, m = 2,

А и  =
1 1 7 - 3 '
1 - 1 - 1  1 ’

1 1 1 0 '

0 1 1 1
-1 0 -1 1

1 -1 0 -1

5 '
з  :

3 )  п =  2,  m  =  3,

‘ 1 2 '
A j t = 2 3

. 3 4 .
4) n = 3, m = 4

2 3
4 7

A h  = -1 -2
2 5

1 S = 9
-5

5 =
2  - 1  0 "  

-1  2 -1  
0  - 1  1

1 1 1 '  
1 2 2 
2 3 4

' 1 1

1 0

1 1

1 1

1 О'  
1 1 

1 - 1  

1 О

53.16. Пусть V -  оператор дифференцирования в простран­
стве А/„. Вычислить матрицу оператора V в следующих базисах
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того пространства :
5 1) J + *, < + 2«а, .'«* -  1 (п = 2);

2) «я +  1, 1 -  t, 1 -  I +  t2, 1 -  / +  t* -  t3 (п  =  3 ) ;
3) l ,  i, (n  >  1);

4)  2Г» • ' ’ » nT ( П — О»
5) 1, 1 +  t, 1 +  t +  £ , . . . ,  1 +  t +  . . . +  £  (n  >  1 );
6) 1, 1 +  t, 1 +  l +  t * , . . ., 1 +  t +  . . .  +  Г  (n  >  1 );
7 )  1,  t  -  <o, ( t -  i 0 ) a , M "  ( n  >  1 ,  *o €  R ) ;
8) 1, l -  1,  *a -  tn -  tn~l ( n >  1).
5 3 .1 7 .  В  б а зи се  l , l , t 2 п р о с т р а н с т в а  M 3 оп ератор  А  задан

м а т р и ц ей
0 0 1 '
0 1 0
1 0 0

Найти м ат р и ц у  э т о г о  о п е р а т о р а  в б ази се , составл ен н ом  из мно­
гочленов 3 17 +  2 1, 5 12 +  34 +  1 , 7 <2 +  51 +  3 .

5 3 .1 8 .  П у с т ь  А  -  о п е р а т о р  траиспонировани я в п р о стр а н ­
стве R2* 2. П о с т р о и т ь  м а т р и ц у  э т о г о  оп ер ато р а  в б ази се :

а)

б )

2x2 п<
1 0
0 0

0 0
0 1

1 0
0 1

1 1 1 Г 1 11 Г 1 1 ‘
0 0 ] ’ 1 1 0 J ’ 1 1 1 1

0 0 1 Г 0 1 1 Г 1 1
1 1 ] ’ 1 1 1 J ’ 1 1 1 )

0 1 1 Г 0 - 1 1 Г 1 1
1 0 ’ 1 0 ’ - 1 1

5 3 .1 9 .  П у с т ь  С — о п е р а т о р  в п р о с т р а н с т в е  Э12 х 2 , став я щ и й  в 
соответстви е к аж д о й  м а т р и ц е  X  значен и е ее к о м м у т а т о р а  [ X ,  Л]

с матрицей А  =  

базисе:

1
0

1
0

1 
1

 ̂ J . Н ай ти  м атр и ц у  э т о го  о п е р а т о р а  в

] '  [  1 о  ]•  [  О 1 ] ;

H i  ? И 1 U
5 3 .2 0 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  отн о ш ен и е подобия на м н о ж еств е  в сех  

невырожденных м а т р и ц  о д н о го  п о р я д к а я в л я ется  отн ош ен и ем  
эквивалентности.
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5 3 .2 1 .  Пусть матрицы /1 и В подобны: В = S~XAS. Одно­
значно ли при этом определена матрица преобразования S ?

5 3 .2 2 .  Показать, что скалярная матрица подобна только са­
мой себе. Доказать, что этим свойством обладают только ска­
лярные матрицы.

5 3 .2 3 .  Пусть .4 - фиксированная квадратная матрица. До­
казать, что множество матриц S, для которых А =  S~1AS явля­
ется группой но умножению?

5 3 .2 4 .  Пусть А и В  -  подобные матрицы. Доказать, что если 
матрица 50 такова, что В = S^i AS0, то все множество матриц 
S, осуществляющих преобразование подобия: В = S~l AS, полу­
чается из множества матриц {Р  | А = Р~х АР) путем умножения 
этих матриц справа на матрицу S0.

5 3 .2 5 .  Показать, что матрица А переходит в подобную, если 
над ней выполняется любое из следующих преобразований:

а) i-я строка умножается на число а ф 0 , а затем i-й столбец 
умножается на число 1/а;

б) к i-й строке прибавляется j - я, умноженная на число Р, а 
затем из j -го столбца вычитается i-й, умноженный на /?;

в) переставляются i-я и j -я строки, а затем i-й и j -й столбцы;
г) каждый элемент матрицы заменяется на симметричный 

ему относительно "центра” матрицы.
5 3 .2 6 .  Доказать, что если хотя бы одна из двух матриц А 

или В невырождена, то матрицы АВ и В А подобны. Верно ли 
это утверждение, если обе матрицы вырождены?

5 3 .2 7 .  Доказать, что преобразование подобия сохраняет сле­
дующие свойства матриц:

а) невырожденность;
б) нильпотентность;
в) периодичность;
г) ортогональность.
5 3 .2 8 .  Пусть А -  симметрическая матрица, а матрица В по­

добна матрице А. Доказать, что для того, чтобы В была симме­
трической матрицей достаточно, чтобы матрица преобразования 
была ортогональна. Является ли это условие необходимым?

5 3 .2 9 .  М атрица В получена из матрицы А преобразованием  
подобия. Выяснить, верны ли следующие утверж дения:

а ) если А -  треугольная матрица, то  В -  такж е треугольная;
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б )  е с л и  А стохастическая матрица, то В - также стохастн-
к&я. ,
6 3 .3 0 . Пусть матрицы Л и В подобны и В — S~lAS. Дока­

зать, ч т о :
а) det В =  det Л;
б) tr В  =  tr  Л;
в) В  =  /  то гд а  и только тогда, когда Л =  / ;
г) Д =  Л то гд а  и только тогда, когда Л и 5  перестановочны;
д) В к =  5 “ 'Л * 5  для любого к е  N;
е) f ( B )  =  S ~ ' f ( A ) S  для любого многочлена /(< ) ;
ж) Д - 1 =  S A ~ lS ~ l .
5 3 . 3 1 .  Если квадратны е матрицы Л и В п -го порядка экви­

вален тн ы , то  означает ли это, что эквивалентны и матрицы Л2 
и в 1!

5 3 . 3 2 .  М атрицы Л и  В  порядков п и т  подобны соответ­
ственно матрицам С  и D. Д оказать, что:

а) произведения Л <8 В  и С  ® D подобны;
б) матрицы Л <8 / п <8 +  / т  ® В Т и С ® / „ 0  + I m ® DT подобны.
5 3 . 3 3 .  Д оказать, что если комплексные матрицы А х =  В х +  

iCx н А2 =  В 2 +  iC2 подобны, то подобны и действительные 
матрицы

' В х - С х
. C i  B i

D2 = B2 ~C2 
C2 B2

§54. Образ и ядро линейного оператора

Образом линейного операт ора  А  €  C(V, W)  называется множество 
im А  =  {у  €  W  | Зх Е V : А г  =  у),  

адрон оператора А  -  множество
ker А  =  {х  £  V | Л г  =  в) .

П р и м е р  5 4 . 1 .  В  п р о с т р а н с т в е  м н о го ч л е н о в  Л/„ для о п е р а т о р а  диф­
ф еренцирования ( § 5 2 ) :  im V  =  A/„_i, k er 2? =  Л/о.

П р и м е р  5 4 .2 .  Для оператора проектирования ( § 5 2 ) :  im V =  L\, 
k e r?  =  L j .

П р и м е р  5 4 .3 .  Для оператора отражения ( § 5 2 ) :  im Я  =  V, кег К  =  {б) .
Т е о р е м а  5 4 .1 .  Если A  G C(V,W), то  кегЛ  -  линейное по<#- 

пространстао прост ранст ва V, im А  - линейное подпространство прост­
ранства W.

Рангом линейного операт ора  называется размерность его образа a де­
фектом -  размерность ядра. О бо  з н а ч е н и я : rg A,  def А.  Итак г е Л  =  
dimim Л, del Л  =  dim ker Л .
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ест е ст в е н н ы й  б ази с из ма-

с  d — a 
О - с

Т е о р е м а  5 4 .2 .  Если  e i , . . . , e n -  б ази с п р о с т р а н с т в а  V , т о  
im .4  =  £ ( H e i , . . . , . 4 e n ) .

Т е о р е м а  5 4 .3 .  Роне л ин ейного  о п е р а т о р а  р а в е н  р а н г у  е г о  м ат .  
рицы  в п рои зво л ьн ой  паре бази сов.

Т е о р е м а  5 4 .4  (о  р а н г е  и д е ф е к т е ) .  £ с л и  A  G C ( V , W ) ,  т о  
rg А  +  d ef .4  =  dim V' .

П р и м е р  5 4 .4 . П у сть  С -  оператор, д ей ствую щ и й  в п р о ст р а н с т в е  К а х 1 ( 
с т а в и т  в со о т в е т ст в и е  каждой матрице А' значен и е се  к о м м у т а т о р а  [ X ,  Л ] с

заданной м атрицей А  =  | ® ^ |. Найти обр аз о п ер атор а С.

Р е ш е н и е .  В ы берем  в п ростр ан стве R a* a 
трип (5 2 .2 ) .  Т о гд а

c U s i - [ 4  il- c is J H
C[ 1 0 ] = [ a -d  !]•  C [ 0 1 ] = [ °c “{ ]•

Д л я  нахождения базиса линейной оболочки, н атя н у то й  на найденные 
образы  базисны х м атриц, воспользуем ся изоморф измом п р о ст р а н с т в а  К  
п р о стр ан ству  К  и исследуем линейную оболочку, н а т я н у т у ю  на ар и ф м ети ­
ческие векторы

( 0 , 5, - с .  0 ) , (с , d -  a , 0, - с ) ,  ( - 6 ,  0 , a -  d, 6 ), (0 , - 6 ,  с , 0 ) .

С о стави м  м атрицу из координат эти х  вектор ов:
—с 
6 
0 
0

.вен нулю , и сл
но, образ оператора С -  нулевое подпростран ство .

В  противном случае первые три строки последней м а т р и ц ы  линейно 
зави си м ы , та к  как их линейная комбинация с коэф ф ициентами 6, с , а  — d 
равн а нулевой строке. Поэтому ранг последней м атр и ц ы  не п р ево сх о д и т  2, 

Е сли  Ь ф 0 , то  rgC =  2 и базис образа о б р азу ю т м атр и ц ы

[5  < - 7 ] . Ц  »]•
Если с  /  0 , то  rgC =  2 и базис образа об р азу ю т м атр и ц ы

[ - Ь  0 1 ( 0 6 1  
( a  — d Ь ] ’ ( — с о ] '

Если b =  c  =  0 H a ^ d ,  то  rgC =  2 и базис образа о б р а зу ю т  м ат р и ц ы

Г о  ! ] . [ !  ! ] •  •

Т е о р е м а  5 4 .5  (о  к а н о н и ч е с к о й  п а р е  б а з и с о в ) .  П у ст ь  А  £ 
£ (V , W ) ,  rg ,4  =  г , dim V =  n , dim W  =  m . Т о г д а  с у щ е с т в у ю т  б а з и с ы  e u 
/ прост ранст в  V' u W , а котор ы х оп ера т ор  А  им еет  м а т р и ц у  /г G Р т* п

0 Ь — С 0 ' с d — а 0
с d — а 0 —с - 6 0 а — d

- ь 0 а — d 6
— ♦ 0 6 —с

0 -Ь с 0 0 0 0

а = d, Ь =  с — 0 , то  ранг Э Т О Й м атри цы  равен нулю



О браз и м л р о  л и н е й н о г о  операт ора 1 2 5

г 1 0 1

/г = 0 1 о

О о
в которой в с е  э л е м е н т ы  р а в н ы  ну лю , кр ом е п ер в ы х  г  д и а го н а л ь н ы х  э л е м е н ­
тов, равны х  1.

З А Д А Ч И

54.1 . Что можно сказать о матрице оператора А  ранга г ,
если в базисе e i , .  . .  , е„ пространства V  векторы ег+1, __ , е„ при­
надлежат ядру этого оператора?

54.2 . Что можно сказать о матрице оператора А  ранга г ,  
если в базисе e j , . . . , e n пространства V  векторы е х, . . . ^ е г при­
надлежат образу этого оператора?

54.3 . Найти образ и ядро линейного оператора А  в геоме­
трическом пространстве V3, если:

а ) И х  =  [ х ,  а]; б) А  х  =  [ а ,  [ х ,  Ь]].
Для следующих линейных преобразований арифметического  

пространства К3 построить базисы образа и ядра, найти ранг и 
дефект.

54.4 . ,A (x i , х 2, х 3) =  ( х г +  х 2 +  x 3, i i  +  х 2 +  х 3, х х +  х 2 +  х 3).
54.5 . -4 (х ! , х 2, х 3) =  ( 2 х ,  -  х 2 — х 3 , х х — 2 х 2 +  х 3 , +  х 2 — 2 х 3).
54.6 .  А ( Х  1 , Х 2 , Х 3 )  =  ( - Х !  +  Х 2 +  Х 3 , X !  — х 2 +  х 3, х х +  х 2 —  х 3).
54 .7 .  Л ( х 1 , х 2, х 3) =  ( 4 х !  + х 2 —х 3 , 2 х !  + 8 х 2 —8 х 3, 4 х ! 4 - х 2 —х 3).
54 .8 .  - 4 ( х г, х 2, х 3) =  (3 x i  — З х2 +  х 3 , Зх! +  2 х 3, —х г +  2 х а).

54 .9 .  Линейный оператор, действующий из Ж" в Жт , задан  
матрицей А  в паре естественных базисов пространств. Найти  
образ вектора а ,  если:

1) т  =  3, д  =  4 ,  А  =
1
2
4

2) т  =  4 , п  =  4 ,  А  =
1
2
3
4

3 4 
2  3  
О 1

2  3
3 4
4 5
5 6

1
1
1

, а =  ( 4 , - 1 , - 1 , 3 ) ;

4
5
6 
7

, а =  ( - 1 , 1 , 1 , - 1 ) ;
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' 1 0 - 2 0
2 1 - 1 5

-1 1 0 0
0 2 1 5
4 - 1 1 7

0 =  ( - 2 , 1 , 3 , - I ) .

54.10. Линейный оператор А  действующий в n -мерном про. 
странстве V, задан матрицей Л в некотором базисе е. Найти его 
«дро и образ и выяснить, является ли этот оператор иэоморфиз- 
мом, если:

1) п =  2,  Л =

2)  п =  3,  Л =

25 6 0 '
L 60 144 ]'

- 2  5 3 '
- 2  5 - 3

2 - 5  - 3
1

3)  п =  3,  Л =

О 1 Г  

1 1 0 ;  

- 1  0 1

4) п = 4, Л =

‘ 1 1 - 1  

1 - 1  1 

- 3  - 1  1

- 3  1 - 1

1 ' 

- 1

- 1  ’ 

1

1 1 - 1

2 - 1 3

0 1 - 1

3 - 1 1

1 ' 
- 2  

2 ' 

- 1

3 -1 1 0
2 -5 0 1
1 0 0 - 1
0 2 1 1
1 1 - 3 1

2 '

1

2
- 1

0

54.11. Линейный оператор А, действующий из л-мерного 
пространства V в m-мерное пространство IV, задан матрицей 
Л в некоторой паре базисов е й /  пространств V и W соответ­
ственно. Найти его ядро и образ и выяснить, задает ли данный 
оператор сюръективное, инъективное отображение, если:

- 2  1 3  - 2  ‘

4 - 6  2 3 ;
2 -3  -И  -1 5

1) m = 3, п = 4, Л =
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2) гп =  4 , п =  3 , Л —

4 5 9 ‘
3 2 7 
1 3  2  ; 

7 7 6

3) m =  4 , п =  3 , Л =

4) m =  2 , п =  5 , А =

5) m =  5 , п =  3 , Л =

- 2 6 - 4  '
1 - 3  2
7 - 2 1  14

- 3 9 - 6 ,
1 2 - 1  1
1 - -2 1 3
- 2 - 2  2 1
- 2  - 2  2
- 3 - 2  2 ;

4 - 1  1
6 5 - 5

6) тп =  3,  п =  5,  Л =
1 - 1 2 4 - 2  *
3 9 - 1 4 2 1
3 6 - 9 1 1 .

5 4 .1 2 . Найти ранг оператора Т действующего в простран­
стве К2* 2 по правилу

Т  X  =
2
1

- 1

О
х + х - 3

- 4
i '
1 •

5 4 .1 3 . Д ок азать , что ранг оператора С, действующего в про­
странстве 1 2х2 по правилу СХ =  [X , Л], где Л -  заданная матри­
ца, не превосходит 2.

5 4 .1 4 . Д ок азать , что ранг оператора </, действующего в про­
странстве ПГХЛ по правилу QX =  АХ , где Л -  заданная матрица, 
равен n rg  Л.

5 4 .1 5 . Д ок азать , что ранг оператора Q, действующего в про­
странстве Е Г ХЛ по правилу QX — Х В } где В -  заданная матри­
ца, равен TiTgB.

5 4 .1 6 . Д ок азать, что ранг оператора Л , ставящего в соответ­
ствие каждой квадратной матрице А' 6  Кпхл кронекерово произ­
ведение А' ® В с заданной матрицей В 6 1 т х *, равен n2rgB.

5 4 .1 7 . О писать образ и ядро оператора дифференцирования 
V в пространстве М„.

5 4 .1 8 . Описать образ и ядро разностного оператора .4  в про-



128 /лапа A7V. Линейные операторы я линейных лространстпа>

странстве действующего по правилу

Af(t)  = / ( '  +  * ) - / (  О

5 4 .1 9 .  Линейный оператор А действует из пространства Л/̂  
в пространст во а * по правилу Af(t) = ( / ( a i ) , . ..  , / ( а * ) ) ,  где

различные числа. Найти дефект этого оператора.
5 4 .2 0 .  Описать образ и ядро оператора А в пространстве 

Л/я . действующего по правилу

1 ( г , , ч  / ( ®  +  0  “ Л 0 "  О

= ------------- й ------------- ■
где a £  й -  заданное число.

5 4 .2 1 .  Найти дефект линейного функционала /  на л-мерном 
пространстве Г .

5 4 .2 2 .  Для каждого из линейных функционалов геометриче­
ского пространства 1з, действующих по правилам / i (  х )  =  ( х ,  а) 
и / а ( х )  =  ( [ а ,  х ], Ь ), найти ядро.

5 4 .2 3 .  П усть / , , / г -  два линейных функционала в линейном 
пространстве Г ,  причем / ] ( х ) / 2(х )  =  0 для всех х £ V. Дока­
зать , что один из функционалов нулевой.

5 4 .2 4 .  П усть -  линейные функцоналы в линейном
пространстве Г  над бесконечным полем. Д оказать, что если 
f i ( x ) . . . f k{x) =  0 для всех х £  V', то один из функционалов 
нулевой.

5 4 .2 5 .  Линейный оператор А действует из V  в И ', а у про­
извольный вектор, принадлежащий его образу. Д оказать, что 
полный прообраз вектора у, т.е. множество всех векторов х £  I7, 
для которых Ах =  у, образует линейное аффинное многообразие 
пространства V' с направляющим подпространством к е г А

5 4 .2 6 .  П усть оператор А действует из V  в W,  а подпро­
стр ан ство L удовлетворяет включению: L С i m A  Доказать, 
что множество векторов х  £  К, образы которых принадлежат 
L,  (т .е . полный прообраз подпространства L) такж е является 
подпространством, и его размерность равна dim L +  def А.

5 4 .2 7 .  Линейный оператор, действующий из К" в Rm, задан 
в паре естественных базисов пространств матрицей А. Найти 
полный прообраз вектора у, если:

' -1 -5 -4
2 -1 2
5 3 8

1) п = 4, гп = 3, А = » У =  ( - 1 , 0 , 1 ) ;



3 5 7
2) n = 5, m = 3 , A = 1 -2 3 . ,

2 11 12 25 22 ’ V= 1,2’ l);

3) n =  3 , m  — 5 , A =

4) n =  4 , m  =  5 , A =

30 9 41
- 2 4  - 15 2

43 8 9 , у
- 5 0 5 - 2 0

- 5 2 - 3
1 СЯ1О

0
2 1 - 1 5

- 1 1 0 0
0 2 1 5
4 - 1  1 7

У = (4 ,2 ,9 ,- 2 0 ,- 3 ) ;

,y  =  (0 ,1 ,1 ,2 ,-1 ) .

5 4 .2 8 .  Линейный оператор, действующий из в Ж"1, задан 
в паре е сте ст ве н н ы х  базисов пространств матрицей А. Найти 
полный прообраз подпространства L С 1 т , если:

1) п =  5 , тп =  2 , А —
1 2 - 1 1  1 
1 - 2  1 3 - 1 L натянуто на

вектор ( 3 , - 1 ) ;

2) п =  4 , тп =  3 , А =
' 3 

6 
9

1
- 4
-6

-2  4 '  

4 3 
3 2

£  задано в есте­

ственном балисе системой уравнений х х +  х г =  0, Zj -  г3 =  0;

3) п =  тп — 6 , А  =

1 - 1 - 1 1 0 0
■ 1 2 4 0 1 5
2 - 3 - 5 1 0 - 4
0 1 3 1 1 5
0 1 3 1 0 4
1 0 2 2 I 5

L задано в

естественном бази се системой уравнений 2zi -  х3 =  0, х2 + х3 -  
2хл =  0 , - х 2 +  2x 4 -  х 6 =  0 .

5 4 .2 9 .  П у сть  линейное преобразование пространства всех 
многочленов о т  t переводит каждый многочлен /1 в tn (к =  
0 , 1 ,2 , . . . ) .  У б ед и ться  в том, что это преобразование инъектив­
но, но не сю р ъ екти вн о . Найти его образ.

5 4 .3 0 .  Н айти образ и ядро линейного оператора умножения 
матриц п р о ст р ан ства  Шгх3:

1 ) на м атрицу А = слева;
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2) на матрицу А =
3 2  ' 
3 1 

- 2  0
сп р а в а .

5 4 .3 1 . Для каждой матрицы Л* G !Rm* n обозначим черСз 
Y 6  Ж”1 ’•t”- 1J матрицу, составленную из первых л -  1 столбц0й 
матрицы А\ Определим отображение А равенством АХ = у 
Доказать, что отображение А линейно, найти его ядро и образ

5 4 .3 2 . Пусть A | ,. . . ,i4 n - заданные квадратные матрицу 
порядка т .  Отображение А каждому вектору х = ( i j , . . . ,  z„)  ̂
Rn ставит в соответствие матрицу Ах  =  Ху Д, +  . . .  +  хпАп.

1) Доказать линейность отображения А.
2) Найти ядро и образ этого отображения, если п =  4 и

А 1 1 ■ ' 1 Г , Г 1 —1
1 1 . hi 1! 0 1 >Лэ -  [ 1 1

0  - 1  
1 О

5 4 .3 3 . Для оператора A  G £(V ',U / ) построить взаимно од. 
нозначное соответствие между его образом im А  и линейными 
многообразиями пространства V' вида Р =  х0 +  кег А.

5 4 .3 4 . Множество М всех плоскостей пространства V вида 
Р =  х0 + кег«4 является согласно задаче 46.34 линейным про­
странством (фактор-пространством пространства V по подпро­
странству кег .4 ). Доказать, что соответствие между многообра­
зиями из М и векторами из im^4, построенное в предыдущей 
задаче, является линейным оператором. Найти ядро и дефект 
этого оператора.

5 4 .3 5 . Пусть V -  линейное пространство. Доказать, что 
всякое линейное подпространство из V служит:

а) ядром некоторого линейного оператора в V;
б) образом некоторого линейного оператора в V .
5 4 .3 6 . Доказать, что для любой ненулевой линейной формы 

/  на n-мерном пространстве V над полем Р существует базис 
e j , . . . , e „  пространства V, такой, что равенство

/ ( z ,e ,  +  . . .  +  хпеп) =  Ху.
выполнено для любых чисел х3, . . . , хп €  Р-

5 4 .3 7 . Привести пример линейного оператора, действующе­
го в пространстве V,  для которого пространство V не является 
прямой суммой образа и ядра этого оператора.

5 4 .3 8 . Пусть L -  любое подпространст во, дополнительное к 
ядру кег А оператора А. Доказать, что:
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8) любая линейно независимая система векторов из L перево­
де* оператором А  в линейно независимую систему;

** g) подпространство L отображается оператором А  взаимно

оД1
позначно на его образ im А.

6 4 .39 . П оказать, что для любых двух подпространств: N 
„.мерном пространстве V  и Т  в пространстве W , таких, что

JjjjdJV + d im T  =  п, найдется линейный оператор А  6  C(V,W),  
дЛ)1 которого ядро совпадает с JV ,a  образ с Т.

5 4 .4 0 . В пространстве Мп построить два различных линей- 
йЬ1Х оператора, имеющих одни и те же образ и ядро.

5 4 .4 1 . В естественны х базисах арифметических пространств 
щп и Rm линейный оператор А  имеет матрицу А. Найти кано- 
11Ическую пару базисов в каждом из следующих случаев;

1)Л =

3 ) А  =

5) А =

1 1 
1 1 

О
- 1
- 1

2) А [ з  10 j ’

1 - 2

1
- 1

0

- 1
1 - 1

4) А =

6) А =

1
- 1

2
-2
- 2
- 3

4
6

- 1
1

-2
2
2
2
1

- 5

2
- 2

4
4
4
4
2

-10

§55. Линейное подпространство линейных 
операторов

Пусть V и W  -  линейные пространства над полем Р.
Суммой линейных операторов А, В £  CfV, W ) называется отображение 

.4 +В : V —* W , выполняемое по правилу
(A  +  B ) z = A z  +  B x ,  V x e V '.

Произведением линейного оператора А  £  £(У , W ) на число а  £  Я 
называется отображение ог«4 : V —* IV , выполняемое по правилу 

(or.4)r =  ar.4z , Vr £  V.
Т е о р е м а  5 5 .1 .  Д ля любых операторов А , В £  £(У , (V) и числа

об Р
А  +  В 6  £ (У , W ) , а Л Е ^ Ц И ') .

С л е д с т в и е .  Сложение операторов и умножение оператора на чи­
сло являются внутренним  и внешним законами композиции на множ естве

5*
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Т е о р е м а  55.2. М нож ест во C{V, W )  -  ли н ей н ое пространств 
н а д  полем г  от носит ельно введенны х  выше операций.

Т е о р е м а  55.3. При слож ени и  оп ер ат ор ов  их м ат рицы  складi 
воюглеа, при умножении оператора на чиеао е г о  м ат рица ум нож ает е»  , 
зт о  число, т .е. если  е й / -  базисы пространств V и W , т о  

{A + B)j t = Л(,  + Bj t , ( aA) f ,  — a A f , .

Т е о р е м а  55.4. Если  dim V  =  n, dim W  =  т , т о линейно 
прост ранст во  £ (V , И ') изоморфно п рост ранст ву м ат риц р т яп . 

С л е д с т в и е ,  dim £(У , И ') =  dim V  • dim W .

З А Д А Ч И

55 .1 . Линейный оператор А в базисе aj

( 1 , - 2 )  пространства R3 имеет матрицу
2
5

- 1

- 3

В в базисе Ьх =  (6, - 7 ) ,  Ь3 = ( - 5 ,6 )  -  матрицу
1

2
матрицу оператора А + В:

а) в естественном базисе пространства R3;
б) в базисе а1}а3\
в) в базисе b),b3.

—3 ,7 ), а3 s

, а оператор

-2
- 3

. Найти

55 .2 . Линейный оператор А, действующий в трехмерном 
пространстве, переводит векторы базиса e i ,e 2,e 3 в векторы аи 
а2, а3| координаты которых в этом базисе равны ( - 2 , - 1 , - 2 ) ,  
(1 1 ,7 ,1 ), ( - 6 , - 4 , - 1 )  соответственно. Линейный оператор В пе­
реводит векторы а !,а 2,а 3 в векторы 6 i,6 2,63, координаты кото­
рых в том же базисе е равны (1 ,5 ,0 ), ( 3 ,4 , - 3 ) ,  ( - 1 , - 1 , 2 )  соот­
ветственно. Найти матрицу оператора А — ЗВ в базисе ег, в2, е3.

55 .3 . Линейные операторы А к В, действующие в арифмети­
ческом пространстве R3, переводят векторы а! =  ( 1 , 1 - 1 ) ,  а2 = 
(2 ,0 ,1 ), а3 = (2 ,- 5 ,6 )  соответственно в векторы Ь} =  (0, —2,2), 
Ьг = (1 ,1 ,1 ), Ь3 = ( -2 ,4 ,1 )  и Cl = ( 1 ,3 , - 3 ) ,  с2 =  (0 ,1 ,-1 ), 
с3 =  ( 3 ,- 4 ,2 ) .  Найти матрицу оператора А + В в естественном 
базисе пространства R3.

55 .4 . Пусть линейное пространство V является прямой сум­
мой двух ненулевых подпространств L\ и L3. Показать, что 
единичный оператор пространства V представим в виде суммы 
1  =  V\ +V3t где 'Pi и 'Ра — операторы проектирования простран 
ства V на Li параллельно L3 и на Ь3 параллельно L\ соответ­
ственно.
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5 6 .6 . Д оказать, что для произвольных операторов А ,  В  €  
,\f W )  выполнено:

а) ,гп =  ,гп -4» если А ф  О;
б) im(>t + В )  С im А  4- im В .

Поивести пример, когда включение пункта б) является строгим.
55 . 6 . Д оказать, что для произвольных операторов А ,  В  €  

c ( V i W )  выполнено:
а) ker Х А  =  кег.Д, если А ф  О;
б) кег(.Д + В )  D кег.Д П кег В .

Привести пример, когда включение пункта б) является строгим.
5 5 .7 . Д оказать, что если операторы А ,  В  €  C ( V t W )  таковы, 

что кег^4 -+- кег В  =  V ,  то выполнено равенство
im (-4 -+- В )  =  im А  + im В .

Является ли у сл о в и е  кег .4  -+■ кег В  =  V  необходим ы м  для спра­
ведливости э т о г о  р а в е н с т в а ?

55.8. Доказать, что если операторы А , В £  £ ( V , W )  таковы, 
что im А  П im В  — { 0 } ,  то выполнено равенство 

кег(-4 +  В )  =  кег А  П кег В .
Является ли усл ови е im А  П im B  =  { в }  необходимым для спра­
ведливости э т о го  р а в е н ст в а ?

5 5 .9 . Д о к а з а т ь , ч т о  ненулевые операторы  А ,  В  6  £ (V , W/) ,  
образы которы х разли чн ы , линейно независимы.

5 5 .1 0 .  Н енулевы е оп ераторы  А ,  В ,  С  €  £ ( V , W )  таковы , что  
их образы попарно различны . Верно ли, что эти операторы  ли­
нейно независимы?

5 5 .1 1 . П у сть  / 1 , . . - , f m  — бази с п р о стр ан ства И ', g  — ненуле­
вой вектор п р о ст р а н с т в а  V . Д о к а за т ь , что операторы В \ , . . . ,  В т  
такие, что B j g  — f j ,  j  =  l , m ,  линейно независимы.

5 5 .1 2 . В п р о ст р ан ств е  W  задан  базис / i , - . . , / m- Д ок азать , 
что для всякого о п ер ато р а A  G £ ( V , W )  найдутся операторы  
В 1, . • . ,  В т так и е, ч то  А  — В \  . . . +  В т , причем:

а) ранг каж дого из операторов В } не превосходит единицы;
б) образ ненулевого оп ератора Bj  натянут на вектор f j .
5 5 .1 3 . П усть  е.\, . . . , еп — базис простран ства V , a  g  — некото­

рый ненулевой вектор п р о стр ан ства. Д оказать, что операторы  
А\,. .  . ,  А п , заданны е на базисе е равенствами

к  =  J ,
Ь  Ф J ,

A j e k
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линейно нелавненмы.
5 5 .1 4 .  Доказать, что вгякий оператор ранга 1, образ кото, 

рого содержит вектор д ,  есть линейная комбинация оператору, 
. 4 i , . . . , -4„,  введенных в предыдущей задаче.

5 5 . 1 5 .  Пусть в пространствах V  и И' заданы соответственно
базисы  e i , . . . , e n и Используя результаты предыду.
ших задач, показать, что всякий оператор, действующий из V в 
IV,  е ст ь  линейная комбинация операторов Л ц , . . . ,  Л т п , УДовле 
творяюш их соотношениям:

A t ’ e k  =  { f i ]  * • = . ? •  =  т т н .

5 5 .1 6 .  Показать, что система операторов Л ij ,  введенных в 
предыдущей задаче, линейно независима. Вывести отсю да, что 
эти  операторы образуют базис пространства C(V,  IV).

5 5 . 1 7 .  Выяснить, образует ли данное множество линейных 
операторов линейное подпространство в £(V', W ) :

а )  множество всех операторов ранга к >  1;
б ) множество всех операторов ранга, на превосходящего чи­

сл а  А: >  1;
в) множество всех инъективных отображений;
г )  множество всех сюръективных отображений.
5 5 .1 8 .  Будет ли линейным подпространством пространства 

£ ( V ,  TV) множество всех операторов, имеющих:
а )  один и тот же образ; б) одно и то же ядро?
5 5 .1 9 .  Показать, что если Т  -  подпространство простран­

с т в а  И ', то  множество всех линейных операторов, образы кото­
ры х содержатся в Т , является подпространством пространства 
£(V \ И’ ). Найти его размерность, если dim V =  п,  dim Т  =  к.

5 5 .2 0 .  Показать, что если N  — подпространство простран­
с т в а  V', то множество всех линейных операторов из £ ( V ,  W), 
ядро которых содержит N ,  является подпространством прост­
р ан ств а £ (V , W ) .  Найти размерность этого подпространства, 
если dim V  =  n , dim N  =  /, dim \V =  m.

5 5 . 2 1 .  П усть L| и I 2 *  произвольные подпространства про­
ст р а н ст в а  W ,  причем L — L , +  L 2, L 0 =  L t П / ,2. Доказать 
следующ ие соотношения:

а ) C { V , L )  =  L ( V , L X) +  £ (K ,L 2);
б ) £ (  V, L 0) =  C(V t Li)r\ C(V,  / ,2).
5 5 . 2 2 .  П усть пространство W  разложено в прямую сумму
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подпространств L\, . . ,  i k ■ Д о к а за т ь , что
Ц 1 \  IV) =  Ц  V\ Ц ) ф £(V, /„) 0  . . .  9  £ (V, Lk) .

5 5 .2 3 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  ранг сум м ы  операторов А, В £  C(V,W) 
не превосходит с у м м ы  ран гов эти х операторов:

r g M  +  В) < TgA + щВ.
5 5 .2 4 .  П у с т ь  о п ер а т о р ы  А,В €  £ ( V ,V )  та к о вы , что

У =  im  А ф im В -  кег А ф кег В.
Доказать, что ранг с у м м ы  А +  В этих операторов равен сумме 
рангов r g ^  и r g B .

5 5 .2 5 .  П о к а з а т ь , ч т о  для лю бы х операторов А,В 6  £ (V ,V T ) 
дополнено со отн о ш ен и е

rg (А + В) >  | r g .A -r g f l| .
5 5 .2 6 .  П у с т ь  V -  н екотор ое линейное п р остр ан ство , a  fc, и к 2 

-н а т у р а л ь н ы е  ч и с л а , удовлетвор яю щ и е условиям 0 <  к и к 2 < 
ditnV, кх + к2 < d im V \  Д ля каж дого натурального числа fc: 
|fct-fcj| <  к < к\+к2 п р и вести  пример операторов А, В 6  C[V,V), 
иля котор ы х rgA = k\,rgB — к2, rg (.4  +  В) =  к.

5 5 .2 7 .  Д о к а з а т ь , ч т о  лю бой оператор А 6  C[V,W) ранга 
г может б ы т ь  п р ед ста вл ен  в виде сум м ы  г операторов ранга 1, 
но не м ож ет б ы т ь  п р ед ставл ен  в виде сум м ы  менее чем г таки х 
операторов.

5 5 .2 8 .  Н ай ти  у сл о в и е , необходимое и достаточное для того, 
чтобы су м м а д в у х  о п ер атор о в  А и В ранга 1 бы ла оператором 
ранга не б о л ьш е еди н и ц ы .

5 5 .2 9 .  П р о с т р а н с т в о  V им еет разм ерность n >  1. Д о к азать , 
что в п р о с т р а н ст в е  C{V, V) всякое подпространство L размерно­
сти п + 1 со д ер ж и т х о т я  бы  один оператор ранга больш е единицы.

5 5 .3 0 .  П у ст ь  о п ер ат о р ы  А, В £  jC (V, VV) так о вы , что  для 
любого в е к т о р а  х £  V век то р ы  .4 х  и Вх коллинеарны. Значит 
ли это, ч то  о п ер ат о р ы  А и В коллинеарны?

5 5 .3 1 .  В  у сл о в и я х  преды дущ ей задачи дополнительно пред­
положить, ч т о  р ан г оп ер атор а В равен размерности простран­
ства V. К олли н еарн ы  ли операторы  А и В в этом  случае?

5 5 .3 2 . Д о к а з а т ь , ч т о  операторы  А и В ранга 1, имеющие 
один и т о т  ж е об р аз Т и одно и то  же ядро N, коллинеарны.

5 5 .3 3 . Д о к а з а т ь , ч то  если д ва  линейных функционала имеют 
одинаковые я д р а , т о  они коллинеарны.

5 5 .3 4 . Д о к а з а т ь , ч то  п линейны х функционалов на п-мерном
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пространстве линейно независимы тогда и только тогда, когда 
пересечение их ядер есть нулевое подпространство.

55.35. Доказать, что формы = /(а)> (/) = f ' (a)
pn (f)  = /(n>(a) при любом a € R образуют базис в пространстве
C(Mn,R).

55.36. Доказать, что формы <p0( f )  = Да о). <PiU) = f ( a i). • ••, 
<pn( f )  = Д ап), где fly,Я], . . . ,  on -  произвольные попарно раз­
личные действительные числа, образуют базис в пространстве 
£(Л/П,К).

/■°*+1
55.37. Доказать, что формы у>*(/) = / /(t)dt, к = 07п,

.  ■'о*
где a0,a i ,” 4 fln+i - произвольные действительные числа, удо­
влетворяющие неравенствам a0 < а.\ < . . .  < ап+ь образуют 
базис в пространстве С(МП,№).

55.38. Доказать, что для любого проектора V оператор 1 - V  
также является проектором. Найти, как связаны ядро и образ 
оператора I  — V с ядром и образом оператора V.

55.39. Доказать, что если V -  оператор проектирования про­
странства V на Zf] параллельно Z2, то оператор И = I  -  27> 
является оператором отражения.

§56. Умножение линейных операторов.
Обратный оператор

П усть V', IV, Z  -  линейные пространства над полем Р. П роизведением  
линейных оп ерат оров А  6  C(V , W ) н В  G C (W ,Z )  назы вается отображение 
B A  : V' —• Z, выполняемое по правилу

(B A )z  =  В (А х), Vx е  У.
Т е о р е м а  5 6 .1 .  Если А  €  C{V, W ), В  €  C{W , Z ) ,  mo В Л  е  £ (  V, Z ).

Т е о р е м а  5 6 .2 .  Операция ум нож ения линейных оп ерат оров обл а­
дает  следующ ими  сво й ствам и :

1) (А В)С  =  А (ВС ) ( ассоциат ивност ь),
2 ) а (А В )  =  ( с А )В  =  А (а В ) ,
3 ) (А  +  В)С  =  АС +  В С ,

А [В  +  С) =  А В  +  АС (дистрибут ивност ь), 
выполненным и для любых операт оров А , В, С, для кот оры х л евы е части 
р авен ст в имеют смысл.

Т е о р е м а  5 6 .3 . При умножении линейных оп ерат оров их мат ри­
цы ум нож аю т ся, т .е. е с л и е , / , д  -  базисы прост ранст в V, W , Z , то

(В A ) f t  =  B g jA jc  ■

Во множестве C{V, V) всех линейных операторов, действую щ их в прост­
ранстве V, для любых операторов выполнимы операции сложения, умноже-
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ЦК* на число и умножение Яруг на друга. Каи следует из обшей теории 
"пиейных операторов,

1) C{V,V) - линейное прост ранст во над полем Р\
2) C(V,V) -  н ек о м м у т ати вн о е  кольцо е единицей.
Линейное п ространство нал полем Р, которое ивлиется кольцом и для 

11)6ых своих элементов А , В  удовлетворяет условию
а {А В )  =  (а А )В  =  И (а в ) ,  Va 6  Я,

ппзывается алгеброй (или линейной алгеброй) над полем Р . Размерность 
линейного пространства при этом называется такж е размерност ью алгебры. 
fill им образом, £.[V, V) -  ал гебр а  над полем Р.

Как и в любом кольце, оператор А  6  C[V, V) можно возводить в степень 
п £ N, н если p (t) =  ао +  a i t  +  . . .  +  a ntn произвольный многочлен над 
полем Р от переменной 1, то  однозначно определен оператор

р (.4 ) — а о/ -f а\А  +  . . .  +  а пА п , (56.1)

называемый м ногочленом  от  оп ерат ора А . Из свойств матрицы линейного 
оператора следует, ч то  матрицей многочлена (56 .1) о т оператора А  является 
тот же многочлен о т  м атрицы  А е : (р (.4 ))с  =  р(Л *).

Пусть А  6  £ (V , У ) . О тображ ение А ~1 : V —» V называется обратным  
оператором к оператору А , если

А А - 1 =  А ~ 'А  =  1 .
Т е о р е м а  5 6 .4 .  Л инейный операт ор А  €  £ (  V, V) обратим т огда  

и только т огда, к о гд а  он би ект и вен .
Т е о р е м а  5 6 .5 .  О брат ный операт ор единст вен.
Т е о р е м а  5 6 .6 .  М ат рица обрат н ого  операт ора А~* в произволь­

ном базисе я вляет ся  обр ат н ой  к мат рице операт ора А в этом ж е  базисе.
Оператор А  €  /2( V, V ) н азы вается невы рож денны м , если его ядро состо­

ит только из нулевого вектор а, т .е .
ксг А  =  {в }  ,

н в ы р о ж д е н н ы м  в противном случае.
Т е о р е м а  5 6 .7 .  В  конечном ерном  прост ранст ве V следующ ие 

утверждения р авн оси льн ы : для  «4 €  £ (У , К )

1)А А ~ 1 = 1 ;  4 ) im А  =  V ; 6) А  обрат им;
£) А ~'А  =  X ; 5) det «4 ^  0 ; 7) А  биект ивен.
3) А не вы р ож ден ;

Т е о р е м а  5 6 .8 .  П р ои зведен и е обрат имых операт оров обрат имо, 
при этом

(А В ) ~ 1 =  В - 1 А - 1.

С л е д с т в и е  1. У м н ож ен и е линейныг операт оров являет ся алгебра­
ической операцией на м н о ж ес т в е  всех  обрат им ых операт оров, дейст вую­
щих в прост ранст ве V .

С л е д с т в и е  2. М н о ж ес т в о  всех  обрат им ых линейных операт оров из 
L[V, V') образует  н еа б ел ев у  м ульт ипликат ивную  группу.
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З А Д А Ч И

56.1 . Линейный оператор А в базисе а х =  ( - 3 ,7 ) ,  a 3  ̂

( 1, - 2 ) пространства Яг имеет матрицу  ̂  ̂ j ,  а оператор

5  в  б а з и с е  6 j  =  ( 6 , - 7 ) ,  Ь3 =  ( - 5 , 6 )  -  м а т р и ц у  g  - 3  ] '  ^ а ^ т и

матрицу оператора АВ:
а) в естественном базисе пространства R2;
б) в базисе аь а2;
в) в базисе 6 t, 63.
56.2. В пространстве М3 заданы два оператора. Оператор 

А всякий многочлен а0 + a xt + a3i2 -f a3t3 переводит в многочлен 
ар + a,t  + a3t3. Оператор В многочлены <3 + <2, t3 + (, t3 + 1, 
f3 + t7 + t + 1 переводит соответственно u t3 + t, t3 + \ , t3 + t3 + 
t + 1 и нулевой многочлен. В базисе 1, /, f2, <3 составить матрицы 
операторов АВ  и ВА.

56.3. Координатные столбцы векторов a i ,a 2,a 3, bX)b3,b3i 
Сь^з.Сз в некотором базисе трехмерном пространства V обра- 
зуют соответственно матрицы

' - 2  1 2 ' ' 2 - 1  0  ' W 1 о
- 1 0  2 , в = 0 2 - 1 , С = - 1  2 - 1
- 2  0 3 - 1  - 1  1 0 - 1  1 .

Линейный оператор Т  переводит векторы a x, a 3, a 3 в bx,b3,b3, а 
линейный оператор Q переводит векторы 6 j, Ь2, Ь3 в Сх, с2, с3. Най­
ти матрицу преобразования QT:

а) в базисе, в котором заданы координаты всех векторов;
б) в базисе аь а2,а3;
в) в базисе Ьх,Ь3,Ьз.
56.4. Пусть А. В -  линейные операторы, действующие в

г 5 -1
4 1пространстве м.2, причем А имеет матрицу At — 

естественном базисе е х, е 3, а. В - матрицу Bj  =
-2 О 

1 - 2

в

базисе /, = (1,3), / 2 = ( - 1 ,- 2 ) .  Найти матрицы следующих 
операторов:

а) А7 -  6 А + 91 в базисе е;
б) В7 + 4В + 42 в базисе е;
в) А7 -  В7 в базисе е;



г) AAB~l п базисе / ;
я) И  + В)* в базисе g t =  ( 1 ,2 ) ,  д,  =  ( 0 , - 1 ) .
5 6 .6. Д оказать, что всякое линейное отображение предста­

вимо в виде произведения сюръективного и инъективного линей­
ных отображений.

56 .6 . Верно ли, что перестановочность операторов являет­
ся отношением эквивалентности на множестве операторов, дей­
ствующих в пространстве V ?

5 6 .7 . П оказать, что всякий оператор отражения Ъ  удовле­
творяет соотношению I V  — X.

5 6 .8 . П оказать, что всякий проектор V  удовлетворяет соот­
ношению V 2 =  V.

5 6 .9 . Д ок азать , что, наоборот, всякий оператор "Р, удовле­
творяющий условию V 2 =  V ,  является проектором.

5 6 .1 0 . П оказать, что из условий V\ +  Р 3 =  I ,  ViV*  =  О 
следует, что:

а) Р|, Т>2 -  проекторы ;
б) Р2Р, = О.
5 6 .1 1 . П усть Т> -  оператор дифференцирования, действую­

щий в пространстве многочленов Мп. Показать, что D n+1 =  О.
5 6 .1 2 . П усть V  -  оператор дифференцирования, действую­

щий в пространстве многочленов М„.  Найти матрицу оператора 
Vk в базисе е х =  1, е2 =  t, е3 =  i2/ 2 ! , . . . ,  en+1 =  t " /n ! .

5 6 .1 3 . В пр остр ан стве всех многочленов от переменной t 
рассматриваются линейные операторы: А  -  умножения на I и 
V -  дифференцирования. Найти:

а) оператор АХ>\
б) оператор VA\
в) коммутатор \р,А\ =  V A  — A V .
5 6 .1 4 . Для операторов А  и V ,  рассмотренных в предыдущей 

задаче, доказать равен ство [Dk ,А\ =  k V k~1 (к =  2 , 3 , . . . ) .
5 6 .1 5 . Д о к азат ь , что комм утатор [.Л,В] =  АВ — ВА  двух 

линейных операторов, действую щ их в конечномерном линейном 
пространстве над бесконечным полем, не может бы ть единич­
ным оператором. О бъяни ть, как это утверждение согласуется с 
результатом пункта в) задачи 5 6 .1 3 .

5 6 .1 6 . Д о к азат ь , что если [ .4 ,6 ]  =  А,  то А  -  вырожденный 
оператор.

$5б- Умножение линейных операторов. Обратный оператор! 39
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5 6 .1 7 .  П оказать, что любые два многочлена о т  одного оде- 
ратора А  перестановочны.

5 6 .1 8 .  П оказать, что множество всех многочленов о т  задан, 
ного оператора А  образует коммутативную алгебру.

5 6 .1 9 .  П оказать, что если операторы А »  В  перестановочны, 
то перестановочны и любые многочлены / (А ) и д (В )  о т  этих 
операторов.

5 6 .2 0 .  Д оказать, что для перестановочных операторов А  и 
В  выполнено соотношение

{А + В)" = A n + n X -‘B + !!k r J U n-»g« + ... + В".
5 6 .2 1 .  Д оказать, что операторы ранга 1, имеющие одинако­

вое ядро и одинаковый образ, перестановочны.
5 6 .2 2 . Операторы А  и В  перестановочны. Д о к азать , что 

В  ker Л  С кег А
5 6 .2 3 .  Д оказать, что если проекторы Р ,  и Р 2 перестановоч­

ны, то их произведение такж е является проектором. При этом:
а) im ViVt =  im P i П im P 2;
б) k e r P iP 2 =  ker P i +  k e rP 2.
5 6 .2 4 .  Д оказать, что произведение проекторов Vl и р 2 такж е 

является проектором тогда и только тогда, когда ком мутатор 
[■р2, P i] отображает подпространство im Р 2 в подпространство 
k e r P i.  При этом:

а ) im P iP 2 =  im P i n ( im P 2 +  ker P i П k e rP 2);
б) k e r P iP 2 =  ker P i -f k e rP 2 П (im Vx +  im P 2).
5 6 .2 5 .  Д оказать, что если произведение проекторов Р  =  

Vi . . . Р *  не меняется при циклических перестановках сомножи­
телей, то оно также является проектором, причем

im Р  =  im Р ] П . . .  П im P t , ker Р  =  ker Р ( -f . . .  +  ker Р * .

5 6 .2 6 .  Д оказать, что сумма проекторов V\ и Р 2 та к ж е  явля­
ется проектором тогда и только тогда, когда P i P 2 =  P 2P i  =  О. 
При этом:

а) im (P] +  Р 2) =  im P i © im Р 2;
б) ker(Pi +  Р 2) =  kerP i Л k e rP 2.
5 6 .2 7 . Пусть проекторы Р , , . . .  , P t удовлетворяю т условиям: 

Р ,Р , =  О при i ф j .  Доказать, что в этом случае их сумма 
P i + . . .  + Vk также является проектором.

5 6 .2 8 .  Операторы A lt . . . ,A *  в пространстве V размерности 
п таковы , что А\ +  . . .  +  At =  J .  Д оказать, что следующие
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условия эквивалентны:
а) все операторы А, являются проекторами;
б) A,Aj = О при всех i ф j;
в) rgA + ...+ r g A  = л.
56.20. Доказать, что если оператор А перестановочен с ка­

ждым оператором из £(V, V), то AL С L для любого подпро­
странства L  из V . В частности, для любого вектора г  £  V  
векторы х и Ах коллинеарны.

56.30. Пользуясь предыдущей задачей, доказать лемму Шу­
ра'. если оператор А перестановочен с каждым оператором нз 
£(V,V), то он -  скалярный.

56.31. Доказать, что для произведения В А операторов А и 
В справедливы неравенства:

а) rgBA < min(rg А , rgВ);
б) def BA >  def А ;
в) def BA >  def В (если операторы А и В действуют в одном 

пространстве).
56.32. Доказать, что для произведения ВА операторов А и 

В выполнены равенства:
а) Tg(BA) = rg A -  dim(im А П ker В);
б) def(B.4) = def А + dim(im А П ker В).
56.33. Доказать, что для любого оператора А £ £(V, V) 

выполнены равенства
П

def Лп+1 = def А + ^  dim(im.4k П ker >1),
к= 1
Л

rg Лп+1 = rg А -  ^ 2  dim(im Ак П ker А).
к = 1

56.34. Доказать, что произведение ВА операторов А и В 
удовлетворяет неравенству

def(B-4) < def А + def В.
56.35. Пусть А, В, С -  такие линейный операторы, что про­

изведение ВАС определено. Доказать, что справедливо неравен­
ство Фробениуса:

rg(B.4) +  rg АС < rg>f + rgBAC.
56.36. Доказать, что для всякого оператора А € C(V, V), 

р а н г  которого равен 1, найдется число а такое, что А1 = аА.
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5 0 .3 7 .  П усть А £  £(V', И ') и В £ C[W>Z)  -  линейные ото. 
бражения и dim W  =  тп. Д оказать, что:

а ) rg В А >  rg.A +  rg B  -  m (неравенство С ильвестра);
б ) если В А =  О, то rgA +  rg B  <  m.
5 6 .3 8 .  П усть А £  £(V\ V) -  произвольный линейный опера­

тор. Д оказать, что для любого натурального числа к , удовле­
творяющего условию rg .4  <  к <  dim V, сущ ествует линейный 
оператор В £  £ (К , V) такой, что В А =  О и rgB +  r g .4  =  к.

5 6 .3 0 .  Д оказать, что для любых двух перестановочных ли­
нейных операторов А и В имеет место включение 

кег -4 +  кег В С кег-АВ.
Привести пример, когда это включение является строги м .

5 6 .4 0 .  Д оказать, что если перестановочные операторы А  и 
В таковы , что кегЛ П  кег В =  { 0 } ,  то справедливо равенство

кег ,4 В  =  кег .А ®  кег В.
5 6 .4 1 .  П усть линейный оператор А, действующий в п-мер­

ном пространстве, удовлетворяет соотношению А 2 =  1 .  Дока­
за т ь , что:

а ) rg(.A + 1 )  +  rg(.A - l )  =  n\
б ) def(.A +  I )  +  def(.A - 1 )  =  n.
5 6 .4 2 .  Пусть A,B £ £(V,V) таковы, что BA =  О. Следует 

ли отсюда, что АВ = О?
5 6 .4 3 .  Привести пример двух ненулевых операторов А и В, 

так и х, что АВ =  ВА =  О.
5 6 .4 4 .  Д оказать, что если rg >4 =  1 и tr .A S  =  0 , то ABA =  О.
5 6 .4 5 .  П усть А -  заданный линейный оператор, действу­

ющий в линейном пространстве V. Д оказать, что множество 
всех линейных операторов В  £  £ (У , К ), удовлетворяющ их усло­
вию АВ = О, является подпространством пространства £ (V , К). 
Найти размерность этого подпространства, если dim V  =  п и 
ранг оператора А  равен г.

5 6 .4 6 .  Т о т  же вопрос для множества операторов С £  £ (V , V),  
удовлетворяющих условию СА =  О.

5 6 .4 7 .  П усть V  -  2т-м ерное пространство над бесконеч­
ным полем. В пространстве £ (V , У ) указать подпространство  
размерности тп2 + 1 ,  состоящее из попарно перестановочных опе­
раторов.

5 6 .4 8 .  П усть V -  п-мерное пространство, А £ C{V, V) -  за­
данный оператор ранга г. Преобразование пространства £ (  V, У)
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пятому оператору Л" стави т в соответствие оператор И-V. До 
1Ы*гь, что это  преобразование являете* линейный. Найти его 
ранг и дефект.

56 .49 . П усть V - n -мернос пространство, А  €  £ (V .V )  
заданный ненулевой оператор. Преобразование Ь пространства 
£(l',V) каждому оператору X  ставит в соответствие его ком- 
иутагор [И .-У]. Д ок азать , что это преобразование является ли 
ценным. П оказать, что преобразование 6 обладает следующими 
свойствами:

а) 6 является вырожденным и его ядро содержит все опера 
горы, перестановочные с А\

С) если / ( А )  многочлен от оператора А.  то 6 / { А )  = О;
в) для любых операторов В,С  €  £(V/ 1V') выполнено сошно 

шенне

6 (А В )  =  { 6 А ) В  + А {6 В ) ;
г) для любого оператора В €  C{V, V) выполнено соотношение

Л -  I

6 (В п) := £ в к(<
к -о

д) для любого обрати м ого оператора В 6  C{V,V) выполнено 
соотношение

S(B~l ) =  - В - ' ( £ В ) В - 1;
о) для любых перестановочны х операторов В , С 6  C{V, Г )  вы­

полнено соотношение
6 { А В - 1) =  В - ' { В ( 6 А )  -  А{6В))Б~' .

56 .50 . П оказать, что если А  невырожденный оператор, то 
для любого подпространства L имеет место равенство dim AL  =  
dim L.

56 .5 1 . П р остр ан ство V является прямой суммой подпро­
странств Л. 1 * П усть А,  невырожденный оператор, за­
данный на подпространстве L,, t =  l,Jfc. П оказать, что оператор 
А 6 C(V,V), совпадаю щ ий на каждом из подпространств L, с 
соответствующим оператором такж е будет невырожденным.

56 .5 2 . П роверить, что оператор дифференцирования V  явля­
ется:

а) вырожденным в пространстве многочленов А/„ ;
б) невырожденным на двумерном линейном пространстве, 

натянутом на функции f i =  cos t и / 2 =  sin t (с обычными опера-



14-4 Г л а в а  Л'/\'. Л инейны е операторы  я л и н е й н ы х  пространств

ииямн сложения функций и умножения функции на число).
5 6 .5 3 .  Найти обратный оператор для оператора лиффСрс.

кнрования пункта б) предыдущей задачи. (
5 6 .5 4 .  Найти обратный для оператора отражения 7Z.
5 6 .5 5 .  Показать, что для невырожденного оператора А 

лю бого числа а ,  отличного от нуля, выполнено равенство 11
(о.Д)_ 1 = а~1 ̂ 4~1.

5 6 .5 6 .  Д оказать, что если Л  -  оператор ранга 1, то хотя 
один из операторов X +  Л  или X  — Л  невырожден.

5 6 .5 7 .  Д оказать, что если оператор Л  невырожден, то дЛц 
лю бого оператора В  имеют место равенства

rg Л В  =  rg В Л  =  rg В.
5 6 .5 8 .  Д оказать, что произведение операторов Л и  В  тогдаR 

только тогда будет невырожденным оператором, когда каждый 
из операторов Л  и В  нсвырожден. При этом

( Л В ) - 1 =  В ~ ' Л
5 6 .5 9 .  Доказать, что для невырожденного оператора А и 

произвольного оператора В  справедливо тож дество
( Л  +  В ) Л - > ( Л  - В )  =  ( Л -  В ) Л ~ 1( Л  +  В ) .

5 6 .6 0 .  П усть Л  -  нильпотентный оператор индекса q .  Д о к а  
з а т ь , что оператор X — Л  невырожден и

( Г - Л ) " 1 =  Х +  Л  +  Л 2 +  . . .  +  Л ч~'.
5 6 .6 1 .  Операторы Л  и В  связаны соотношением Л  В  + А + 

X  =  О.  Д оказать, что Л  -  невырожденный оператор, причем
л - 1 =  - X -  В.

5 6 .6 2 .  Линейный оператор X", действующий в пространстве 
R nxn, сохраняет определитель матриц. Д ок азать, что оператор 
X  невырожден.

5 6 .6 3 .  Ненулевой многочлен /(< ) называют а н н у л и р у ю щ и м  

о п е р а т о р  Л ,  если / ( Л )  — О.  Доказать, что если у многочлена 
/ ( / ) ,  аннулирующего оператор Л ,  свободный член отличен от 
нуля, то  оператор Л  невырожден.

5 6 .6 4 .  Доказать, что у любого линейного оператора Л,  дей­
ствую щ его в п-мерном пространстве, сущ ествует аннулирую­
щий многочлен степени не выше п 2.

5 6 .6 5 .  Доказать, что для невырожденного оператора Л,  дей­
ствую щ его в л-мерном пространстве, обратный оператор А~х 
представляется многочленом от Л  степени не выше п 2 — 1.
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56.66. Показа!ь, ч го нерест ановочны любые ива многочлена 
({Л) 11 .'/(Л I де А прои (мольный неныроА темный оператор.

56-67 Пусть А £  £ ( Г ,Ц ) и  паи акте я опера гор В £ £(U , V) 
такой, что В А ~ J v (единичный оператор простраис гиа V). 
Чначм I ли это, ч го АВ  = Ztv ?

56.6К. 11\: и, операторы А £  £(-\/п_|, Л/„), В £ С{Мп, А/,.,) 
определены гоот нсяшчт и ян и

л д о  =  t '/ e o ,  в л о  =  ( л о -  /(п))/<
Покатать, ч го опера тор ВА единичный, а оператор АВ -  нет.

56.69. Пусть! -  линейная оболочка многочленов f, В , 1п'
1Г -  просI раде гш> многочлене» М, -о  Рассмотреть дифферен­
цирование многочленои как оператор V, действующий из I в

W а также интегрирование / /(О как оператор В, действу
Ус

юшин из W в V. Покатать, что
BV — Ху , VE = 1ц'.

56.70. Пуст ь в условиях1 задачи 56.67 dim И > dim Г До­
казать, что оператор АВ  будет оператором проектирования в 
пространстве И'.

56.71. Пусть АВ  G £ (Г ,  И ) -  линейные операторы, причем 
rg4 < гgB  Показа гь, что существуют такие операторы С и V 
действующие соответственно в I ив И'-, что .4 = Т)ВС, причем 
один из опера торов С и. и D можно выбрать невырожденным.

56.72. П 'сть А .В  £ £ ( Г ,И ) .  Показать, что следующие 
условия эквивален 1 нЫ.‘

а) кегП С кег В ;
б) В = СА для некоторого оператора С £ C(W, И ).
56.73. Пусть А В £ £(V,W ).  Доказать, что следующие 

условия эквивалентны:
а) im А С im В:
б) А = BV  для некоторого оператора V £ С{\ , Г).
Ьб.74. Пусть А £ £ ( l  W).  Дока1агь, что с\ шеегвгет ыкое 

линей мое отображение В £ £(И ’, I ), что Л = AJBA и В -  ВАВ
36.75 Пусть и линейном пространстве I задан базис е 

Довязать, что следующие множеств* линейных преобразований 
пространства I яьдякчея группами огносигельно операции 
умножении преобразорамий:

а) мпожег I во всех невырожденных; преобразовании

1 1- im
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б) множество всех невырожденных преобразований с опрело, 
л и тел см, равным 1;

в) множество всех невырожденных преобразований, матрицы 
которых в базисе с верхние треугольные;

г) множество всех невырожденных преобразований, задан- 
ных в базисе е диагональными матрицами;

д) множество всех скалярных операторов АI, где А ф 0;
е) множество всех преобразований, матрицы которых в бази­

се е являются матрицами перестановок.
56.76. В линейном пространстве V дан базис е. Являются 

ли мультипликативными группами следующие множества ли­
нейных преобразований пространства V :

а) множество всех линейных преобразований;
б) множество всех преобразований, матрицы которых диаго- 

нальны в базисе е;
в) множество всех невырожденных преобразований, которые 

в базисе е задаются целочисленными матрицами;
г) множество всех преобразований, матрицы которых в бази­

се целочисленны и имеют определители, равные 1 или —1;
д) множество всех преобразований с одинаковыми определи­

телями, равными d\
е) множество всех невырожденных преобразований, имеющих 

в базисе е матрицы, каждая строка и каждый столбец которых 
содержат ровно по одному ненулевому элементу?



О т п с гы и указания

И '»

44.3. ' • к а с а н и е  Д и к а т а  1 ь ч т о  0 г =  в, от куда н и  вест и, ч т о  ( — \ ) t  — 
, г Затем н и п ю л ы о н а т ь с я  ж х о ц и я т  и «нос j ью  слож ения

<14.4. У к а  1 а и и < П о л о ж и т ь  a) A (a t , a j )  =  б) A f a i.a ^ )  =
(Aai■ч з )

44.0 У  к а I а и и с. П о л о ж и  гь : A ( a i , я 2 ) =  ( Re A a j, Re A a2 ).
44.8 У к а з а н и е .  Не д о ка за н а  с ю р ъ е к т и в н о с т ь  ум нож ени я на ч и ­

сло.
4 4 .10 . У к а з а н и е  Р а сс м о т р е  г ь о гображ енн! =  I n f ( z ) .
4 4 .1 1 .  У  к а I а н и е. в ,г )  В о с п о л ь зо в а ть с я  и н д укц и ей  п о п .
4 4 .12 . н) С о д е р ж и т  р п векто ро в ралли р н о с ть  равн а п
4 4 .14 . У к а з а н и е .  П о к а з а т ь  ч го если ч и с л а  а, £  Р,  i £  И , р а зл и ч н ы  

и вектор a £  К  н ен уле в о й , го в е к то р ы  a , a  та кж е  р а з л и ч н ы .
4 4 .15 . Мет У к а з а н и е  Р а с с м о т р е т ь  порядки элем ентов а д д и ти в н о й  

группы викторин прост ране 1  ьа
44 16 . У к а з а н и е  К с л и  г £  У  но т $  .V для всех j  ф з, то  г  не 

содержится ни в какой л и н е й н о й  ко м б и н аци и  по д м н о ж е ств X , ,  j  ф i
4 4 .17 . У к а з а н и е .  П у с т ь  М =  { з г , .  . / „ )  Л л я  каж д о го  подм нож е­

ства V с л / полож и гь  V )  =  ( a i a n ) I де а, =  1, если г ,  £  - V , и а, =  0
В Про ГИННОМ ( Л УЧЯ1

44 .18 . а) Л и ней но не чаи и и.мы; б) л и ней но за в и с и м ы . О бе п а р ы  ли не й но  
независ имы как век торы в е щ е с т в е н н ы х  п р о с т р а н с т в .

44.20. а) Л и н е й н о  а н и с и м ы ; б) л и н е й н о  н е за в и си м ы  О бе с и с те м ы  
линейно независим ы  к а к  с и с т е м ы  векто ро в в е щ е ств е н н ы х  прос гр а н с т в .

44.21 а) Л и н е й н о  незани и.мы; б) л и н е й н о  за в и с и м ы  О бе с и сте м ы  
линейно независим ы  как с и с т е м ы  векторов в е щ е ств е н н ы х  п р о с тр а н с тв . 

44.24. 2 в обоих с л у ч а я х  4 4 .2 5  2 в обоих с л у ч а я х .
4 1.26 . 4 в обоих с л у ч а я х  4 4 .2 7  3 в обоих с л у ч а я х
44.28. 3 в обоих с л у ч а я х  4 4 .2 9  4 в обоих с л у ч а я х .
44.30. 2 - в ко м пле ксн о м  п р о с т р а н с т в е , 3 в в е щ е ств е н н о у 
44 3 1 4 в обоих с л у ч а я х  4 4 .3 2  5 в обоих с л у ч а я х
44 33. 5 в обоих с л у ч а я х
44.34. 2 в ко м пле ксн о м  п р о с т р а н с т в е . 3 -  в вещ ественном .
44.35 2 н обоих с л у ч а я х
44.36. 2 н ко м плексн ом  п р о с т р а н с т в е  4 в вещ ественном  
44.37 1 -  в ко м пле ксн о м  п р о с т р а н с т в е , 2 в в ещ ественном .
44.38. Н ет.
44 39. У к а з а в  н е. П у с т  ь а] ., иг -  база, а a ,  + , -  a , i d .  +  а .зй ^  +

+ a ,rd r , i =  1, г Н- 1. Нас мо грет ь м а т р и ц '’ ( l m a , j ) ,  i =  l . r  +  l , j = l  г и 
пока за 1 з>. что один из н е к ю р о в  я г+) . . a j r + i  п р е д ста ви м  в виде л и не й но й  
комбинации О с та л ь н ы х  с н е щ е е  i ц е н н ы м и  ко э ф ф и ц и е н та м и

44.40. Рант ранен 2, база н ап р и м е р , T i , * 2 .
44 4 1. Ранг равен 3, база н ап р и м е р ,
44.42. Рант ранен I, б аза ка п р и м е р , p i (<)■  Рз (0 .  Р* ( 0 -
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4 4 . 4 3 .  Ринг ранен 2, База — например, p i ( l ) . p j ( f ) .
4 4 . 4 4 .  Р а н г  ранен 2 , б а з а  например. А ,  Л т .
4 4 . 4 5 .  Р а н г  ранен 5 ,  бала -  например. А ,  Д , В т, А  Н т, Н г  В .
4 4 . 4 6 .  У к а з а н и е .  Если xi -- O j i i  +  , . .  +  f t , r r , т о  п к а ч е с т в е  пек тор,  

х }  м о ж н о  в з я т ь  любой нсктор,  у которого  коэффициен т о ,  и э т о м  разложения 
о т л и ч е и  о т  нуля.

4 4 . 4 7 .  а )  В с и с т е м е  ровно г  вектороп о тл и ч н ы  о т  нуля; б )  п с и с т е м  
ро вн о  г  -I- 1 вектороп о тл и ч н ы  о т  нуля, причем дна из них коллинеарны  
в) л и б о  в с и с т е м е  г  +  2 в ектор а о тл и ч н ы  о т  нуля, причем три ил них колли 
н ея рн ы , л и б о  в с и с т е м е  о тл и ч н ы  о т  нуля r +  1 вектороп и с у щ е с т в у е т  тр ой к  
л и н ейн о  з а в и с и м ы х  вектороп, в которой никакие д ва  нс ко л л и н еарн ы .

4 4 . 4 8 .  x i ,  х 2 ; x i , x « ;  x j . x j ; х з , х « .  4 4 . 4 9 .  Л ю б ы е  дпа л е кто ра .
4 4 . 5 0 .  a )  x i , х г ; х 2 , х з ;  x j . x a ;  б )  r i . x j . r j ;  п . х з . х , ;  г 3 , г з , х < .
4 4 . 5 1 .  Д а .  4 4 . 5 3 .  У к а з а н и е .  Р а ссм о т р е т ь  б а з у  с и с т е м ы .
4 4 . 5 4 .  Н е т ,  нел ьзя. 4 4 . 6 2 .  Н е т .  4 4 . 6 5 .  Н е т ,  нельзя.
4 4 . 6 6 .  х е =  ( 1 / 3 ,  1 / 3 ,  1 / 3 ) Т . 4 4 . 6 7 .  г«  =  (1 +  а, — 1. 1 -  ' ) Т -
4 4 . 6 8 .  х с =  ( 0 . 2 ,  1 , 2 ) г . 4 4 . 6 9 .  х ,  =  ( 6 ,  5 . - 7 , - 3 ) т .
4 4 . 7 2 .  а )  ( 1 , - .  1 , - 1 ,  1. - 1 .  1 ) Г ; б )  ( 2 ,  - 1 ,  - 1 ,  1, - 1 ,  1 ) Т ; 

в) ( 1 , — 1 , — 1 , 2 , —1 . 1 ) 7 .
4 4 . 7 3 .  ( 4 , —  1 , —3 ) т . 4 4 . 7 4 .  х  =  - е ,  4- е 2 . „  ,
4 4 . 7 5 ,  У к а з а н и е .  Р а с с м о т р е т ь  м а т р и ц ы  Е\ 4- ^  ^

Е\ 4“ Ел  4 -  Е\ , Ел  4 - Ел  4- Е а .
4 4 . 7 6 .  ( - 1 , 2 , - 1 ,  1 ) т . 4 4 . 7 7 .  а )  ( 1 ,  — 1, 1, i ) ;  б )  ( 1 ,  1, — °)*

4 4 . 7 8 .  ( 1 . 1 . - 1 ,  I ,  1, 1 ) т . 4 4 . 7 9 .  ( х ' , , х ^ ) т = [  \ \ ‘

4 4 . 8 2 .

c i . x i ) r  = —  i i 
— i l — i

( . п с ) . П с ) Л '(<=)
2!

/ (п ,( е Л

1 - с  с 1 - c 3 ( - С ) "
0 1 - c C i c 3C j ( - е ) " - С Д
0 0  1 - c C i . . .  ( - с ) " ~ 2 СД
0 0  0 1 . . .  ( —с ) " _ 3 СД

0 0  0 0 1
1 1 0 0  0  0  з

- 1  0 - 1 0 1 о
0  0 0 - 2  0  1

Q  = 0  0 0 0  1 1 •
0  1 1 1 0 0

L o o 0 0 - 2 1 .
Г 9  7 4 1

(x 'l . x i . x ' j ) r  = - (*1 8  5 3 J
0 - J 8  1

(x 'l . x i . x i . x i ) T  _ - 0  - 2  
0  6 С►

r L 1 - 5  С

г, х з )

..........r i ) r - o < ‘ "

- Ю
0
4

- 3

( x i ,  х з . „ г , У



ы >fл и  * ,я ,п ,и а. и д 1 4 9

,.» e . (*'. Л ) 1 = ( * i .  *».
3 /4  1 / 1  1 /2  
1/4  1 / 1  1 /2

0  (1 - 1

ц7 а) Пом. ш ю т с »  м естам и i я и ) я c i роки, 6 ) поменяются местами 
й столГпил; ц) пег стр о ки , а затем нее столбцы запиш утся л обратном 

Й ^
Р ^ .8 8 .  a) S -' ,  о) . s g - ’ .

а) К а ж д ы й  иск ю р  /  коллингарси г, i =  1 ,г»; б) / ,  =  or.,, t =
_ каждый иск гор / , линейно н ы р аж агтся  через о .Й з  е ,, г )  каждый 

'' л|’ / ‘ линейно и ы р п ж а п с л  н е р п  Сг,
т  V к л  а н и г. дк как t | , a j  , с„, линейно тапигимы, то гущ е-

fr не гриниальная линейная комбинация 3\f-i +  .,•+• 3mtm =  ff П у сть  
fl. Тогда, так как г . ? , . - .  m такж е линейно зависимы, то сущ ествует 

fi .„ниалкмая пннейная комбинация T j t j  4- +  "»т ет  =  4. П у с т ! ?  =
Л -  /i, и 7  =  т, о т л и ч н ы  от нуля 1 ог д» линейная комбинация

y j ,  +  4 |1 л С т )  -  P b iC ]  4 +  -  искомая
("'^4.92. У  к а I а и и г  П у с т ь  Q  - ‘ .а гр и и а  перехода от / к е Так как она 

^рождена, го среди минорон к-г о  порядка, стоящ их в первых к столб-
itf* обязательно е сть  ненулевой
I1* ,^редел1КП‘ требуем ый набор векторов из бьзисг /  
К'" достаточно с о с т а в и т ь  м а тр и ц у перехода от /  к

Номера строк, в которых ои находится 
Чтобы убедиться в

........................ _ дновь построенному
„cv.
Д О З . Н ет, не обязательно. М >жно например взять векторы f\  =  

„ «г и /т =  е3 -  ез -  d  Т о гд а  j \  к / г  4 - 1 3 =  Ь 
(| 44.91. а) (/", б),н) (qn -  l)(gn -  <]) (?’ 7П' )

§ 4 5

4 6 .2 . ( l.O  U , 0 , 1 ) ,  ( 0 ,1 ,0  0 ,0 ), , ( 0  0 ,0 ......... 1,0 ); размерность

Г*1""1 Л "  ' п +
45.3. (1,0 , 0. 0 , . . . ) ,  (0, 0, 1 ,0 , ), размерность равна. Г -------

45.4. (0,1 0 , 1 , 0 , .  ), ( 1 .0 ,0  0 ,0 . .) ,  (0 ,0 , 1 , 0 , 0 , . . . ) , . . .  размерность
f п 4- 1 1 .

р»»на 1 ~ у - |  +  *•
45.5. ( 1 .0 , 1 , 0 , .  .), (0, 1 ,0 , 1 , .  .); размерность равна 2
45.С. Базис о б р азую т, наприм ер м атри цы  F,j (i <  J, <. j  =  ) i "). У кото­

рых элементы =  А т  =  1, а все осз альны е элементы равны 0; размерность 
л ( Н  I ) 

г*»"* — —
45 7- Базис образую т наприм ер, м атрицы  (7,, (t <  ), i . j  =  l . n ) ,  у 

вторых элементы ytJ — - д , , =  1, а нее о стальны е элементы раины 0: раз­
гул  -  I) 

ягрное I ь р а в н а ------- — —

45.й. Ра iMepiiot 1 1. равна 2: базис о б р а с ю т  маз-рнцы 1 g ^ j ' р _* о ] '

45 1(1 1, ( \  I* , размерщОсТн ранка | П ^  — ] ■

45 11 (, ( '. (4, размерное 1 ь раина *-* -

45.12 ( -  и, (1 — a)t, (l — a)t‘ , (I -  размерность оавна n.
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• а )Г ......(I -Я)(| -  tr)in-

(I -  ч)< .......  ('
> n - :m> нулспо*

45.13 .  (f -  a)(t -  a), (t -  <j)(f -  d)<. (t -  d)( 
pMwrpKocTb равна п -  I

4 5 . Ы . IIрм k < n; (< — — oa), (/ — n i )
o j ).  (f — а* )f4“ k размерность раина n + 1 -  i .  При 
пол пространство.

«ль. с;;-.,
45 .16 .  л) Размерное гь равна 0;

б) размерность равна 1, базис (1 + 3i —2);
в) размерности равна 1, базис (1, 1,1);
г) размерность равна 2, базис (1 — i, — 1,0), (2 +  i, 0, — 1); 
л) разиерносз I. равна 2, базис (— 1, i, 1,0), (1 + i, 1,0, — 1).

45 .17 . Размерность равна 3 базис образую г, например, я^Яэ.ят.
45 .18 . Размерность равна 3' базис образуют например, о i Os.as.
45 .19.  Размерность pamia 3, базис образуют, например,
45.20 . Размерность равна 2; базис образуют, nanpHMip, Ci.es
45.21. Размерность равна 1; базис образует, например, го,
40 .22 . Размерность равна 2; базис образуют, например, ci сз.
45 .23 . Размерность равна а базис образуют например, 6 i , Cj, сз
45 .24 . Размерность равна 0 базис образуют, например, -11, .-1 г .
45.26. ( ? " -  ( ? " - 9 п-1'")/Ь, где k -  (qk -  ] ) {qk - q )

9* _1) -  число различных базисов в к мерном подпространстве
45.27 . Например, Ti -  хэ -  r t =  0, x j +  х3 -  х, =  0.
45 .28. Например, 1 ] - i s - 2тз =  0, п - х з  +  2т( =  0 2x 1+ x s - x s  =  0.
45 29 Например (3 -  3 i) i i  -  2xs =  0.
45 .30 .  Например, i i  — хг =  0, i i  -  хз = 0 (1 -  i ) i i  -  х, =  0.
45 .31 .  Например, (1 -  7i)xi + (—11 +  7 i ) i j  + 10x3 — 0, ( -  19 + 13i)xi +

(9 -  3i lx j + iOxi =  0.
45 33 У к а з а н и е .  Произвсльнын базис подпространства А допол­

нить до базиса пространства V Затем элементарными преобразованиями 
получить базис, удовлетворяющий условию.

45.34. Па Нет
45.36.  3' к ад M i t e .  При доказательстве необходимости использовать 

равенство В ,  = СДВ, где С  невырожденная матрица, -оставленная из ко­
эффициентов разложения второй системы через первую. При доказательстве 
достаточности приписать к матрице Ле снизу строку координат вектора 6, 
и пока 1ать, что ранг полученной матрицы равен г

4 5 .39 . Размерность L\ + Aj равна 3, базис - например, o i ,a i  аз.
45.40.  Размерность А; + /.j равна 4. базис -  например, 01, 02, 0-3, 61.
45 41. Размерность Ат + As равна 3, базис -  например, Я] as, Ь-
45.42.  Размерность Ai 4- Aj равна 3, базис -  например, яу., Оа , 6т.
45 49. Размерность Ат П А; равна 1, базис - например, ст =  (3, 5, 7).
45 50. Размерность Aj П As равна 2, базис - например, ci =  (0, 1,0,1)

Cj = ( 1, 0, 1, 0).
45.51 Размерность f; 1 П Аз равна 2. базис например, ci =  (1 .2 ,2 ,  1), 

cj = ( 1. 1. 1.П.
45 .52 И в вешественном, и в комплексном случаях: dim(A| + As) =  3, 

dim(A П As) =  1, базис суммы например, ai.os .bs,  базис пересечения 
ci =  (0 4.3 т)

45.53.  Ь комплексном случае; dimf А. -ь А,) = 4 dim(AinAs) =  2, базис 
суммы например, oi.os я, базис пересечения ci =  (0 , 1, 0 , 0 ), са = 
(0 0, 0 , 1). В вещественном случа, dnn(Ai -( A3) = 6, dim (/ 1 П l . j ) =  1, базис
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например, a , . n 4, 6 , , 6 2,6 3 ,6 4l базис пересечения - a  =  (O .i .0 ,2  -

■1' 45.54. Размерность L| П L i  раина 1, Оазис например, t j  =  ( 3 « ^'
45.55. Размерность L| П/,7 равна 2, базис например, в|, « •  .
45.66. Размерность L t n L i  раина 2, базис - например, c j =  (•> *< *■ 

- ( 0 ,2 , 3 ,1 , - 1 ) .
45.57, В вещественном случае: dim(Z, 1 +  Аа) =  6, B\m{L\CiLi) =  0. базис

гуМыЫ * например, о ,,  а3, Ьх =  ( 1,0 ,  —3), hi =  (1 ,0 ,3 * ) ,  63 =  J " f ' J ’
j, = (0,1,2 + i). В комплексном случае: dim(/.j +  Л2) =  3, d im (£ i П =  1, 
5»зис суммы - например, п\, а3 , fti, базис пересечения -  о  =  ( — Ю +  +
ji,3 -  10i).

45.58. Например, базис суммы  - ai =  ( 1 , 1 ,0 ,0 ,  —1), a j  =  ( 0 ,1 ,1 ,0 ,1 ) ,  
4, s  (0 ,0 ,1 ,1 ,1 ) , а« =  ( 1 ,0 ,1 ,0 ,1 ) ,  базис пересечения ci =  ( 1 ,1 ,1 ,1 ,0 ) ,  
«  = (1 ,0 ,0 ,1 ,- 1 ) .

45.50. Например, базис суммы  a j =  ( 1 ,0 ,0 ,1 ) ,  а2 =  ( 0 ,1 ,0 ,0 ) ,  о3 — 
(0,0, - 1 ,1 ) ,  базис пересечения Ci = ( 2 , 3 ,1 , 1 ) .

45.60. Например, базис суммы  а] =  (1 ,0 , 1 ,0 ), а? =  ( 0 ,1 ,0 ,1 ) ,  в 3 =  
(0,0,1,0), базис пересечения -  a x, a i .

45.61. Размерность суммы  равна 5, размерность пересечения равна 2, 
бикс суммы -  например, A u  A j,  A 3 , А\, В базис пересечения например,
Дь В\.

45.62. Размерность суммы  равна 3, размерность пересечения равна 1, 
бикс суммы -  например, 1 +  21 +  I3, 1 +  t1, 1 +  t +  1J , базис пересечения -  
например, 2 +  3( + t2 +  I3 .

45.65. У к а з а н и е .  У ч есть , что dim (Vj +  V j) =  din^W i +  1V j )  =  rg(/4| +
Д а ) .

45.70. Проекция вектора е, на L\ параллельно L i  имеет »-ю коорди­
нату (п -  1)/п, а остальны е координаты, равные — 1 /та, проекция на L i 
параллельно L\ имеет все координаты, равные 1/п.

45.71. В матрице Л 1: {/ l i }„  =  1, а =  1 ,п , остальны е элементы равны 
1/2; в матрице /12: (Л э } , ;  =  — { / Ь } ; ,  =  1/2, 1 <  ) , 1, }  =  1 ,п , все диагональ­
ные элементы равны 0.

45.72. z =  ( - 1 , - 2 , - 6 , - 3 )  +  ( 3 ,2 ,6 ,6 ) .
45.74. а) 2 !3 -  3 l2 +  1; б) <3 -  t +  1; в) 3 (t3 -  t)/2 .
45.76. a j ( —1, 2а); б) (0, 0); в) (27 +  6а, 12 -  54i).
45.77. В качестве дополнительных подпространств можно взять, на­

пример, линейные оболочки, натянутые на векторы ej =  ( 1 ,0 ,0 ,0 ) ,  е3 =  
(0,1,0,0) и е3 =  (0 ,0 , 1 ,0 ), е4 =  (0 ,0 ,0 ,  1).

45.78. В качестве дополнительных подпространств можно взять, на­
пример, подпространство Л/о и линейную оболочку, натянутую на много­
член Г .

45.79. В качестве дополнительных подпространств можно взять, на­
пример, подпространство всех симметрических .матриц и подпространство 
всех верхних треугольных матриц.

45.81. (* -  km){k" -  к"1* 1) , . ,  (кп -  кп~')
(к” -  1)(*"> -  *3 ) . . . ( * - _  * "•-!) '

§ 46

46.1. Искгор. 4 0 . 2 .  П р о с т р а н с т в о  V .
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4 6 .5 .  Нет, неверно. Если характеристика пола равна д ву м , т о  д л * 
любого в С 1,# выполнено а  +  а =  6 ,  и слелопателы ю , v x , у €  L : (а +  х )  +  (а  +
у) =  х +  у €  /.. . _

4 6 .в* М ожет, например, если Н  - это линейное многообразие н линей» 
ном подпространстве нал полем Z ?.

4 6 .7 .  Вектор сдвига ( 1 ,0 ,1 ,0 ) ,  направляю щ ее п одп р остр ан ство  натл- 
н у то на некгор (1, 1 ,3 ,2 ) .

4 6 .8 .  Вектор сдвига ( 1 ,2 ,0 ,0 ) ,  напрапллющее п одп р остр ан ство  натл- 
нуто на векторы ( 3 ,1 ,0 ,1 ) ,  (1, —2 ,1 ,0 ) .

4 6 .9 .  В комплексном случае: вектор сд ви га  (0 , i, — 1), направляю щ ее 
подпространство двумерно и наткнуто на векторы  ( l , i , 0 ) ,  (2 i ,  1, 1 +  •). В 
вещ ественном случае: вектор сдви га (0 ,» , — 1), направляю щ ее п одп р остр ан ­
ст в о  четырехмерно и натянуто на векторы  (1 ,« , 0 ), (*, — 1 ,0 ) ,  (2 i ,  1 ,1  +  i),
( —2 , i, — 1 +  ,) .

4 6 .1 0 .  В комплексном случае: вектор сд ви га ( i , 2 , 1 +  i, 1 — •), напра­
вляю щ ее подпространство одномерно и натян уто на вектор  (0 , — i , 1 ,0 ) .  В 
вещ ественном случае: вектор сдвига ( i ,  2 ,1  + 1, 1 — i) , н ап равляю щ ее подпро­
стр ан ство  двумерно и натянуто на векторы  (0 , —i, 1 ,0 )  и (0 , 1, а, 0 ).

4 6 .1 1 .  Если А =  1, то вектор сдви га ( 2 ,0 ,0 ) ,  н ап равляю щ ее подпро­
стр ан ство  натянуто на векторы ( 2 ,0 ,1 ) ,  ( —1, 1, 0 ). Если  А ^  1, то  век­
тор сд ви га  ( - 2 , - 2 » ,  1), направляющ ее п одпростран ство н атя н у то  на вектор  
( - 2 , - 2 1 - 2 i  А, 1).

4 6 .1 2 .  Если А =  2, то вектор сдви га (2  -  а, 0 ,0 ,  *), н ап равляю щ ее под­
п ространство натянуто на векторы (1 , —1 ,0 ,1 ) ,  ( - 5 , 3 , 1 , 0 ) .  Если  А ф  2, то  
вектор сдви га ( A + l - 2 i , i —1 ,0 ,1 ) ,  направляю щ ее п о д п р остр ан ство  н атя н у то  
на вектор ( - 5 , 3 , 1 , 0 ) .

4 6 .1 4 . Все являю тся гиперплоскостями 8 A/„.
4 6 .1 5 . а )  г с -  1; б) п(л -  rg >4); в) п(п  - - rg/1)

е) 2.
4 6 .1 6 . a) n J -  п; б) пг — 2п +  1.

Г Зхг +  6 i j  — 2 x j =  —7,
4 6 .1 7 .

1 Г г  '
- 2хз — 2хз — 2 ц  =  7,

1 3xi — 4хэ — Зх« =  7.
4 6 .1 8 . И  +  (2 +  |)хг +  i x j  +  (1 -  1i)x« = ' 1 + ».
4 6 .1 9 . И  +  iЦ  -  2 z 3 +  х 4 =  0.
ДО  ч п / 2 х , +  1Х 2 -  х« =  0,

\ . г , -  (1 -  2 | ) х 2 +  Х з  =  1 --  2i.
f  2xi -  х 2 +  2 х , =  0,

4 6 .2 1 . < - * « , +  Зхз -  хз -  * «  =  2,
v * i  +  *2 +  2хз =  —3.

J  '
f  ' * з  +  (1 -  « > з =  - 1 1

4 6 .2 2 . {  2 ,1 1 -  хз +  «г j  =  2,
[  З ч 1 -  2хз +  (1 +  2г)гз = 2 - i .

4 6  2 3 . fg -4  == т , и п = т + 1  или n  =  mi +  2.
4 6 .2 4 . У к а э а н и е . Преобразовать систем у

го подпространства e i , . . . , e i ,  и вектора сдви га а т а к , чтобы  все векторы  
принадлежали многообразию.

4 6 .2 6 .  Если х о ,Х | , . . . ,х а  - заданная си стем а векторов, то  в к а ч е о в с  
вектора сдвига можно взять х0 . а в качестве н ап р авляю щ ею  iioiw ipocipaii- 
с т в а  - £ ( x i  -  х о , .  . . . х »  -  х 0 ).



1 6 .2 8 . Е сл и  к =  n -f  ], то слипел  ценным многообразием я в л я е т : »  все

с м а г о /х щ  yi линейно независима
('Г ~  1)('/П ~  7) (7" ~  7n~**')/*>, me Ь = (д' -  ])(7* -

„рос грант тно \ ’
, , ,  гк - Хо, у>
кеггирь 
40 20.

IX си<
9 " ~

,) ■ V " 7‘ *:
V' 40.31. £> -

46.33. Да
10.35. сыт

■ 10 .32- /у если л у1 0, { е>), если А =  0.

и произвольным иодирос I рнпстпом, дополни тельным к
40.30. (Содержи i иск гор и не содержи! вектор и.
46.38. а) Прям ая ис пересекается с многообразием; б) прямая имеет с 

,цогообразкем сдине i пенный общий иеГТор г =  (2, I, —2, 2) в) прямая лежит 
д̂ янотопбражи.

40.30. Чек ю р ы  Г) — z j , q i , q i  должны б ы ть линейно зависимы.
40.40. Нек горы </),7 г долж ны  б ы ть пинейно независимы а вектор г | -  

г  должен линейно в ы р а ж а ть  через q- u j.
40 .4 1. О бщ ий вектор г =  ( - 5 . 1 1  - 1 6 , - 1 1 , 7 ) ,  плоскость имеет вид

: + Ц ? 1  <7я)-
•rG.42. Общ ий вектор г =  ( - 2 ,  - 5 , - 1 , 1 , - 1 ) ,  плоскость имеет вил г +

£{gi. чя)-
16.43. О бщ ий вектор г =  (0 1 , - 1 , - 2 , - 3 ) ,  плоскость имеет вид г +

£(<П
40.44. При А =  1
40.15.  Чек гори i\ — c z j  -  с q\ qi линейно зависимы, а кажлгя из 

гинем z \ -  с, 71 72 и г 2 -  с, <?1 ? 2  пинеино независим
40.46 I  =  с + <7 , где q =  (6,7, —» - 1 1 ), векторы пересечения (2 , 2 , 

- 3 , - 4 ) ,  ( - 4 , - 5 ,  5, 7).
4 6  4 7  I  — с +  О .  гд е  q =  (1 ,  1 , 0 ,  3) ;  ве кт о р ы  пересечения: ( 2 , 3 , 2 ,  1),

(1 2 ,2 ,-2 ) .
46.48. У к а з а н и е  Рассм отреть параметрические уравнения пря­

мых.
46.49. 4|ХЬ £ ( i j - ю ,  ?], 7я).
46 .51. Имеют один общий пектор г =  ( 1 .2 , 1,0 , 1).
46.52 Не пересекаются, направляющ ие подпространства пересекаются 

по нулевому вектору.
46.53. Не пересекаются; направляющ ие подпрост ран :тва перс гекаю гея 

по одномерному нолнро,. транс гву, натянутом у на вектор (5 1,0  0 3)
40.54 Пересекаю гея по прямой х =  го +  уг< тле г0 =  ( - 2 ,  - 1 ,  6, 6, 7).
46.55. Ннелем дне м атрицы ) .4 матрица, по столбцам которой запи­

саны координаты векторов р>,рз  7 1 , 7 2 , В матрица, полученная из А при- 
писынанием столбца координат вектора Zo — уо. П усть rg .4 =  ту, rg в — r3 
Нозможен один и< шве гм случаен:

1) п  =  1, г, — 5: плоскости не леж ат в одном чет трехмерном яною - 
ибразин;

2) r i =  r j  =  4. плоскости имеют одну общую точку н следовательно, 
лежат и одном четырехмерном, но не лежат в одно м трехмерном мносиобра- 
сни,

3) Г) =  3, г,  =  1: плоскости не имеют общих точек, лежат в одном 
чс I ыпехмррном, но не леж ат  водном трехмерном многообразии,

4) г, =  r j =  I илоскос 1 и л с ж а 1 в трехмерном многообразии и пересека- 
»>Г( я по прямой;
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5) г5 =  2, rj  = 3: плоскопи нс имеют общих точек, но лгж.п н одном 
трехмерном многообразии;

6) г } =  г2 =  2: плоскости совпадают.
*46.57. Если лис плоскости трехмерного пространства имени общую 

точку, 1*0 они имеют общую прямую. Если плоскость и трехмерное ли 
нейиос многообразие чстирехмсрного пространства имеют общую точку, то 
они имеют общую прямую. Если два трехмерных линейных многообразия 
четырехмгрного пространства имеют общую точку, то они имени общую 
плоскость.

46 .58. Линейное многообразие имеет уравнение г =  oi + М а? ~ Я]) + 
tj{a\ — aj).  Пересечение с заданной прямой: а) состоит из одного вектора 
(О, 0. 3, 3); б) пусто.

4 6 .С2. Гиперплоскость, параллельная Н\ и //г и проходящая через одну 
из точек указанного вида,

4G.63, Если харак 'герметика поля раина 2, то это утверждение неверно. 
У к а з а н и е .  Записать уравнение прямой, содержащей а и 6, в виде А« + {1 -
А)Ь, А 6 Я.

46 .66 .  У к а з а н и е .  Показат ь, что diin(//| П .. .П //*) =  dim( Aj П . .
а затем по индукции показать, что в n-мерном пространстве размерность 
пересечения к подпространств размерности п — 1 не меньше п — к,

46.67. У к а з а н и е ,  Дополнить базис направляющего пол прост ранст в 
рассматриваемого многообразия до базиса всего пространства

т
47.2. Пусты  произвольный 1| нксироваиний базис прост ране i на. Для 

любых векторов х н у  обозначим через г ,  н у. их координатные столбцы в 
базисе е Тогда скалярное произведение можно внести равенствами (х ,у )  =  
г* у. в вещественном случае и (х,у) -  xfy7 в комплексном случае.

47.3 Изменение масштабной едннииы для измерения длин.
47.5. а.д.е.ж) Нет; б.в,г) да.
47.7. О к а з а н и е .  При проверке последней аксиомы воспользоваться 

неравенством 2|o,Oj| < |o,|J +  |о,|3.
47.8. а,б,в,г,ж.и) Нет, д,е,з) да.
47 .9  Лн =  А. и,, > 0, а?2 > 0, del А > 0.
47.10.  а,в г) Нет; б,д) да.
47.11.  Только правило б). 47  12 l) Да; 2) да, если т >  п + 1

47.13. ] ) С ( е ) =  [ J ® ]  a)G(/) = j  < \ ] ,  Г,) О’Щ  -  [ ? ; §  ]

2) С(«) =

3 )С (с) =

4) С(е) =

47.14. 1 ) С ( 0 = | ,  

2) С(«))= [■
L 0 2 — я

1 1
1 3 

4 '-2
- 2  4
4 2 Г
2 2 - 1
О -1  3
2 1 + . 
-  1 3
О

^ ) = [ -  2 1 ]  
Г-4 61

6) су) =

а) 0 4 /) = 

а)С(/)=|

, б) а  (!) =

*) С (/)=  |6 ,2 J - б) С(Л  =
"4 2 2 

2 2 1 
. 2 1 3

д. 'г] .
. | , 3  1 -  2i 2 +  I

2 + Ь ) С ( Л =  1+ 2. 3 2 + 1
6 J L 2 -  1 2 -  1 6

47.15. a) G = 1 , 6) С = (j , ,) ,  [ дс j , ,  = (■+ _ ,— ])->.

2 О I
(1 l j
f l  О

О 3
•10 0] 
О 4 О 
0 0 8 .

6)^’( / ) = [ (2) ,i

fi) <?(/)= 1
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1\) О = 1 Я-j )■ г '1*' 1ч I ) - 1 , гели I + } четно, и 5, ,  = 1) ГГЛН , +
НГ^ТМО. т п ( 1 ]

г) с  = (».,). -

j s d :  ff„ - ( ( • - !  ) ')^ и  ^

д) G =  ( j . j ) .  1ДС 3. ,

47 .10 . (let С 1 =  dot G(det S)2
47.17. У к a J а и н с. Воспользоваться результатом залами 47 15 tJ(Uj

.1 -2  Г
47 . IS. 1) G7(r) =  

4 O'

, (/ ,8 )  = - 1 ;  2) C(e) =  |  ̂ , (z y) = 1

, (*ан = з-,3)f i (0=  | 5 T|.U-y) = 7H )G ( « ) = | - j  j » - j

s) СЦ) =
2 0 l) 
0 3 0 
0 0 1

( 1 , 3 )  =  - 3 .

■17.19. 1 ) С $ = Й  5 ] . V , - * )  =  l .+ 3»; 2) G(e)
I 1 0

-I 4 0 
0 0 1

( z , y )  = 7i.

47.20.  Будет, если <т p  0.
47.23. У к а з а н и е .  Внести произвольным образом скалярное пронзр,. 

деиие на // и использовать предыдущую задачу
47.28 У  к а з а н и с. Воспользоваться предыдущей задачей и свойства­

ми с зела ма трицы 
47 30 . Нет
47.31. 1) Ей =  5з/2; 2) |а| =  х/ЗО; 3) |а| =  - Д \  1) |а| =  ЗзД 5) )а| =  /> 

6) |а[ = ЛО .
47.32.  Совпадает с тождеез вом параллелограмма.

$4В
48.1. Да
48.8. Нет. Если в системе есть нулевой вектор, то она линейно завнен- 

ма.
48.13.  У к а з а н и е .  При п > 3 записать компоненты векторов базиса в 

строки матрицы и проанализировать ее первые три строки
г» + I

4 8 1 5  1)1,1 . Г  2 ) ( * ! , - ' ( 1 - о ) \  *  = М ; 3 )  [ ]

______ 3=l.J/t
* =  1, И +  1

18.17 1 к а з а н  не. Воспользоваться задачами 18.5 н 48.6.
48 ,1 8 .  Кг л к £ с =  ( г .......... г „ ) г , уе - ( у ь .  , у п) т , то: а) (г  у) =

Y1 '  •Г ,4 ‘ С) (1 у) = ( 2 т  I yi  +  Т J У‘2 + X д у 1 ) + ^  1 Т ,у. .
1=4

48 19. У к а з а н и е .  См. задач у 17 2
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4 8 .3 1 .  Я л »  / (I) =  <»| + п , t f a 3t3 +  . + ftn *n , ff(0  — Ьо+6| I + b j t ‘ f  +  6 „ р
положить (/iff) — оо̂ о + aiД>) + (2!l3fljftj + + (г,!)гапЛ„.

48.22, 1) j ( l .  -2 .2 )  2) i ( l ,  -  1.1. -  1); 1) ^=(3,1.0);  1) ^ - ( 3 , - 1 ) ;

5 ) ^ 0 . - M )

4 S .2 3  I) i ( l  + 1. - i  + .)• 2) j ( i -  I - 0 ;  * )  ^ ( i ) .  1. -

‘18 .2*1. У к а з а н и е .  П рел п о л о ж и ть  п р о т и в н о е  - х о т я  о д и н  ид ве кто р ^ ,, 
gi . . . . . gk нулевой.

, 8 . 2 5  «  ^ . ( a i - ^ P i b f t D - ^ O . - . - ! . * ) .  £ М * . »

«) | ( 1  2 , 2 ). j ( J , i  - 2 ). J < 2 , - 2 , 1 ):

51 ; ( J ' '  - 2 >' > • » • * ) •  | 3 5 < - M . 0 i

6| J L ( , , Л ( . , o , . , . )

48 28- l. I . f  -   ̂ -  -I.3 5
4 8 .2 P . У к а з а н и е .  В ы п о л н и т ь  и н т е гр и р о в а н и е  по ч а с т я м .
4 8 . 3 1 .  1)  Н а пр и м е р , векторам и аз =  ( 1 ,  1, 1 ,0 )  а ,  =  ( - 1 ,  1 , 0 , 1 );

2 ) н ап р и м ер , векторам и аэ =  ( 2 , 3, 1 , 0 ), а» =  ( 1 , - 1 , 1 , 1 ),
3) напр и м ер , вектора.ми аз =  ( 0 . —3. 1 I ) ,  а» — ( 1 1 , —3, — 1 0 , 1 );
4) н априм ер , векторам и аз =  (0, —5, 4 ,3 ) ,  а, =  (2 , 1, 10, —7)

4 8 .3 2 .  1 ) Н апр и м е р , вей гором аз => ( И  — 3*, 1 , — 6  +  i) ;
2) н априм ер , вектором  аз =  (-1 +  3 i,  1G +  81  8  +  Зг).

4 8 .3 3 .  1 ) Н апри м ер, вектором  оэ =  j ( 2 .  —1 ,2 ) ,

2 ) напр и м ер , векторам и аэ =  ^ ( 1 , 1 , 1 , 1 ). а ,  =  ^ ( 1 , 1 , —], — 1 ) ;

3) н априм ер , векторам и аз =  - ^ ( 1 , 0 , 1 , - 1 ), щ  =  — ( 0  1 ) 1 1
V3 - У з ' ' ' '

4) н априм ер , ал =  —  ( - 2 , 1 , 0 ,  -  1) , 0„ =  —Ц ( 2 ,  2, - 3  - ' 2 1
А  У 2 1  >'

4 8 .3 4  1)  9х =  ( 2 , 3 , - 4 , - С )  5 ,  =  ( - 3 ,  2 fi, —4) ?з  =  ( 4 ,6 , 2 .3 )
2 ) f f ,  = 1 1 . 1  - 1 ,  - 2 ) .  S2 =  ( 2 ,5 ,  1 3}, «„ = (2 , -  1 , ] , ( ) ) .

4 8 .ЗГ 1)  5, =  (2 , 1, - i ) ,  дз = ф  +  »' - 1 ,  —2 4 -1 ) ,  5 з =  ( - )  +  , ,j _  , . 2 ,1
2 1  ff, = ( 0 , 1 - .  1 , д, = ( 1 1

4 6 .3 6  п - 1 .

4 8 .3 7  ))  Н априм ер, - ^ = ( 1 , 1 , 0 ), ( 1 , - 1 , —’2 ),

2 ) н ап р и м ер , - ^ = П , - 1 , 0 , 0 ), - ^ ( 0 , 0 , 1 , - 1 ), 1 ( 1 1

3) н ап р и м ер , - ^ = ( 3 . 2 ,  1 0), —̂ (0, 1 - 2 , 1 ) ;
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•1) ШшрммСр, - j= (  I , О, 1, 0 , И), '
v2

5) например, ^(1.  1, 1, — 1,U) ~  =(1,1,2,  / i)

Л) напри Мер, —̂ { 2 ,  -  1, 1 ,0 ,0 ) ,  — 7̂= (1.3 , 1,3,0) ^=(1 1, - 1, - l . - i ) .
V  С 2 у Е  2v 5

•IS.38. У к А .1 а к Я с
yfuAii.u матрица перехЯы

Процессу пртсмонали ыцни соответствует тре-

18.39. Обе мл 1 ршш ранни (7 48 40 . a) ( S T)- ’ ; С) (S ) “ ’
48.41. У к а ч а п и е .  Ниспользона 1 ы j  задачей 18.38.
48.45. Ксли системы С), . .  . са и /1 . ,/ *  биортогональкы, то ежтема

h 1, . . . ,  /ц также образует с системой e t , . . . , г k биортоз опальную пару тогда 
и только тогда koi да лекторы /1 -  h\, ./к — ft* ортогоналиигз подпрс-
ггранстну £ ( r i .........ек)

48.48. /, = ( 5 / 2 , - 1 / 2 ) ,  h  =  { -3/2.1/2).
48.49.  U  =  ( 1 , 0 .  П), /, =  (0, 1/2,0),  /j =  (0,0,  1/3).
48.5(1, / , = ( 3 , - 3 ,  1) /3 = ( - 5 / 2 ,  1 , -3/ 2)  /, =  (1/2,- 1 , 1/2)
48.51 /, =  ( 1 , - 3 , - 1 3 )  f i  =  (0 ,1 ,5 ) ,  /, = (0 .0 ,1) .
18.52. / , = ( 1, 0 , 11, 0 ) h  =  (0 , 1, 0 , и), /э = ( - 1 ,- 2  1, - 2),

/, = ( 1 , 2 , - 1 3 ) .
48.53. /д =  (0, 1/3, 1/3, 1/3), /а =  (1/3,0, 1/3. 1/3),

/3 =  (1/3, 1/3,0, 1/3), /, = (1 / 3  1/3. 1/3,0).
48.51. £  = ( 0 , 0 . 0 , 1), /, =  (0 0 , 1, - 1), /, =  (0, 1, - 1, 0),

/, =  ( 1, - 1, 0 , 0 ).

48.55 /, =  р(3 — i , - l  3i, -1 + 2i), /з =  \(2 + 1, 1 + 3 i .  1 -  2iJ,

/ з  =  i ( J  — 2 i .  2 +  1, 2 - г  i ) .

48 50. a) ft  = ( 0 ,0 ,0 ,  1), f ,  =  (1 /3 , 1/3, 1/3. - 1 ) ;
6 ) /, = ( 2 / 7  3/7, 2/7, 2/7), h  = (4/7  - 1/7, -3/ 7,-3/7),

/.) =  ( _  Vffl — 1/2, -3 / 7, 4/7).

48.57.  1) ^  -  ’b ( 1 - 3 1 3);

2) |(Я -  у  (5/ -  7/1), - y ( l  _  3f )  - H ( 3( -  5<3).

§ 4 9

49.0. У к а з а н и е  Носпользоватьсн результатом задачи 45.65.
49,8. У к а з а н и е .  Показать, что строки .матрицы В  линейно выража­

ются через с [роки матрицы А-
49.12.  а) Например 6, =  (2, -  2, - 1 , 0), 63 = ( 1 , 1 , 0, - ) '  6) например, 

hi = ( 0 , 1 , 0 , - 1 ) ,  h  =  ( 1 . 0, - 1 , 0 ) ;  в) например, 6j = ( - 3 , 1 , - 2 ,0) ,  h  = 
(1 ,-1 ,-2 . 1)

49.13.  а) II«пример 5, =  ( - 4  +  2i, - 1,1 -  2i); 6) например, 5| =  (i.0,0),  
6а = ( -2 ,-2  + i о), Ь3 = (-2  0, 1), 6. = (‘2,1.0

•19.14. a) * > + * • .  = 0 ; б )  {  _  +  £  + ISfc + 3 |£ =  о|

и) I с | -  1Г/ + (I + 6|)гэ = 0.



158 Отчеты  и указания к §19

3 ii -  п  + 2и  = о, 
ri -  п  -  2rj +г» =0,

2г« = О, 
х з 4* 2 х ,  — 0.

4 9 . 1 7 .  я) Подпространство, натянутое на многочлен I +  < +  . . .  +  Р ;
6) подпространство, натянутое на многочлен I +  Is +  . . .  +  где 2к +
1 - нал большее нечетное число, нс превосходящее п; в) подпространство, 
натянутое на многочлен 1 +  21 +  31,  +  . . . +  (п +  1)»";  г)  подпространство всех 
нечетных многочленов из А/„.

4 9 . 1 8 .  а) Подпространство скалярных матриц; б) подпространство 
кососкммстрнческих матриц; в) подпространство симметрических матриц; 
г) подпространство нижних треугольных матриц с нулевой главной диаго­
налью.

4 9 . 1 9 .  У к а з а н и е .  Учесть, что величина 1г(Л П) за д а ст  скалярное 
произведение а пространстве Е " ’" ' .

д) 2 п  -  * з  +  З * 3 +  г» =  0.
4 9 . 3 0 .  д — ( 5 ,2 ,  —9, —8),  А =  ( 9 , - 5 , 3 , 1 ) .
4 9 . 3 1 .  д  =  ( 0 , - 3 . 5 , 2 ) ,  А =  ( 2 , - 2 ,  - 2 , 2 ) .
4 9 . 3 2 .  д  =  ( 1 , - 1 , - 1 , 5 ) ,  А =  (3 .0 ,  - 2 , - 1 ) .
4 9 . 3 3 .  д  =  (3 ,1 ,  - 1 ,  - 2 ) ,  А =  (2 ,1 ,  - 1 , 4 ) .
4 9 . 3 4 .  д =  ( 2 -  а , - 1 , | ) ,  А =  ( — 2  +  а,  а,  — 1 +  S i ) .

4 9 . 3 5 .  д  =  ( 1 ,2 ,  - S ,  1), А =  ( - 4 ,  - 2 , 0 , 8 ) .
4 9 . 3 0 .  д =  (5,  - 5 ,  - 2 , - 1 ) ,  А =  ( 2 ,1 , 1 ,3 ) .
4 9 . 3 7 .  у =  ( 5 ,2 ,  - 1 , 1 ) ,  А =  ( 3 , - 4 , 9 , 2 ) .
4 9 . 3 8 .  д  =  (1 ,1 ,  - 1 , 1 ) ,  А =  ( 1 ,2 , 0 ,  - 3 ) .
4 9 . 3 9 .  д -  ( 2 +  1 ,1 - 9 i , 4  +  3i) ,  А =  ( - 2 - i , - l  + 2 i , 3  +  4i) .
4 9 . 4 0 .  g =  (3 +  I, - 4  +  2i,  - 1  +  За), А =  (1 -  I, —2а, 1 +  а).
4 9 . 4 1 .  д =  (О, <,0, —1), А =  (3 _ | ,  1 н- , , 2 , 1 -  i).
4 9 . 4 2 .  ?(<) =  - 2  -М  +  I4 , А(<) =  2 +  4( +  6I5 +  8<3.

4 9 . 2 3 .  а) ( 1 , - 1 0 , 0 ) г , ( 0 ,7 ,  |)г ; б) ( 3 , 2 , - 5 ) г ;
в) (5,  1 . 0 , 0 ) г , ( 2 , 0 , - 1 , 0 ) 7', ( 9 ,0 ,0 ,  1)Г ; г)  ( 2 , 1 , 0 ,  - 3 ) т , ( 1 , 0 , 1 , 4 ) г ; 
а )  (1 ,0 ,  - 5 , 1)г , (0 ,0 ,  1 , - 3 ) г .

49.24. а) 4= (1 ,0 ,-1 ), 4= (1,-1 ,1 );
х/2 ' V r

4 9 . 2 4 .

4 9 . 2 5 .  а) ( 1 , 1 , - 1 , 1 ) т , ( 1 0 , 1 , 0 , —2 )т ;
б) (0,1,1, —1)т , (1,0, —2 ,3)г ;
в) ( 1 , 1 , - 1 , - 1 , 1 ) г , ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ) т .

4 9
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•1У 13. 9 (0  =  3 +  5 Г* -  ( h(i) =  к  + зс\
,|0 44. 9(0 = с,; ~ л(0 = 2 -  2<3 -  з/'

10 70
49.4В. а) 9(0 = Н < ;  Г)) 9(0 = gey + ygl; в) 3(0 = " 2 + 6‘

^ ( 0  = - у  + Т^
—7

40.Г>2. У  к л I а и и с. I) Рассм отреть определитель м атр и цы  /I  А
40.55. У  к а л а н  и с. Носпользонат i.rя результатам и задан 4Я.38 и 49.54.

1Д„ггм и у кала» НУ к |бО _____________________________ _

§50

Г>0Л. 1) а) 0; б) тг/б; и) 3?г/4; 2) а) тг; б) 2тг/3; в) arreos х /т/Т О ;

3) а) агссоз( 1 /> /3 ) ;  б) тг/2; 4) а) # /4  б) л-/2.
50,2. а) Не изменится- б) заменится на дополнительный до i в) ие 

„.чгииггя.
50.4. a) | i |  =  3 v 2 ,  |у| =  6, |г  — у| =  3 v 2 , поэтому треугольник 

равнобедренный; ( z , z - y )  — ir /2  поэтому треугольник прям оугольны й, 

[тГу) =  it/ 4 и является ниv грецким  углом  треуго льника; (у, г  — у) =  З т /  
поэтому внутренним у(Лом является (у, у -  г ):

б) | i |  =  |у| =  | i  -  у| =  6 коз тому треугольник равносторонний, утлы  

(тТу) =  (г , I  -  у) =  (у, у — г )  =  л / 3  являю тся внутренним и.
50 5. У к а з а н и е .  1) Воспользоваться теоремой косинусов из преды­

дущего пункта.
50.7. Нет.
50 9, 1 П араллелограм м , у которого равьы диагонали, является пря­

моугольником. 2. 1’ авенстно справедливо л и ш ь тогда, когда R e ( r .y )  = 0
50 10. У к а з а н и е  П о казать, что если нетривиальная линейная ком­

бинация векторов е 1 , .,e .n + i равна в, то все коэффициенты одного знака.
Лалее показать, ч го в м ин и м альн ую  линейно зависимую подсистему входят 
вс* векторы

5 0 .11 . У к а з а н и е  О т  противного если все у г л ы  тупы е, то в равной 
нулевому вектору нетривиальной линейной комбинации векторов c j , . .  ,e n+j  
в re коэффициенты одного знака; с другой стороны эти коэффициенты м огут 
быть подобраны та к, чтобы их сум м а равьялась нулю (см. задачу 44.89).

50.13. Нет. 5 0 .19 . тг/1. 5 0 .20 , jr/3 . 5 0 .2 1 ,  х /3 .
50.22. тг/6. 5 0 .2 3 . a rcco s(2/3) 5 0 .24 . т /6 .  5 0 .2 5 . т /3

50 26 arccosf 1 /т /б ) - 5 0 .2 7 . 1 / 2 ,  5 0 .28  У б я ТТб .

50.29. л/Т2. 5 0 .3 0 . \ /3  50 3 1 1. 5 0 .3 2 . 2y/lO .
50.33. 1 5 0 .3 4 . - /Н О . 5 0 .3 5 . у/]4. 5 0 .3G. /2 2 /3 .
50.39. а) 15 +  31 +  > б) 3, в) (3 +  о 3 +  . +  а 3 ) ' / 3.
50.42 У к а з а н и е .  Перпендикуляр из вектора i  на L коллннеарен 

вектору а.
50.43. a) 1 б) 1; н) о..
50.44. У к а з а н и е  Иснользовагь задачу 50.12.
ТО.46. К ш и н ус узла ранен модулю косинуса угла между a i и щ.
50.47 I ) агссоя(2/7); 2) arccosf 1 /у /з ) ,  3) тг/2 1 ) 0

М)-48. а) тг/2; б) агссоя — !* у



1 fit) О т л е т ы  и з кл i . i x k h  к s-Oif

% Гап + о / T(j”+1 — I)
} artcos \/г(2п н  . ) ■' г°  АГ1:соя \ 1 (п ~ Т ){7 ^ Т O '

5 П .5 Л . 

SO 5 1

5 0 .5 2 .
5 0 .5 3 .
5 0 .5 4 .
5 0 .5 5 .

. / п  -  Iв arc. s . / -----------.
V n

к a i  а и и c. И спользовать задачу IN. IS.
i /j

a) ( ________ №  . ! ' У -  .  A  .6 )  r t f n v ^ T T T
У \ ( n  +  1 )!(n  H 2)! (2n +  1 ) 7  ’ V

> к а з а  в н е .  Н еволь aonm ь pcayjn. r a t  задачи 19 5 1-
> > а з а н  нс.  И с п о л ы п п а т i. р е зул ь та т задачи -19 ->5. 
У  к а з а и н с. Н спо льзо пать р е зультат задачи 50.52. 
У к а  з а н  н с . И спо льзо вать п р е д м д уш ую  задачу

§ 5 1

5 1 . 1 .  П р и  Ь — 0.
5 1 . 2 .  У к а э а п и с  Н а й т и  re п виде а п
5 1  3 ,  У к а з а н и е .  Нели ги п е р п л о ско сть  имеет вид то +  />. то п Оазис

5 1 5 .  п ( 0  =  1 +  с / +  c3t3 +  . .  +  cntn, b =  d. 5 1 . G. Н е т
5 1 . 7 .  У к а з а н и е .  П о к а за ть , ч т о  м но го чле н ы  ru(<)>  ̂ = 0. п> п 'Под­

с т а в л е н и и  п о д п р о с т р а н с т в ! j  ' ( f | ) =  0 равенством  ( г и , / )  =  0 о б р азую т 
б ази с п р о с т р а н с т в а  Л/„

5 1 . 1 1 .  У  к а з а н  к г .  П о к а з а т ь  ч т о  н ап р а в ляю щ е е  по д п р о стр а н ство  
э т о го  м но го о бр азия е с т ь  о р то !о в а л ь н о е  дополнение к £ ( П 1 , . . . , п «

5 1 . 1 2 .  Н о р м а л ь н ы й  вектор равен а п ,  где о =  6 /( п , п ).
5 1 . 1 4 .  a) 1; б) t;

4 ( п  — 1) „ б(п -  2)
в) — ~ п —  Т Г ^ 1 +  , +  • +  ' ) - ■ -----------“

( "

0  п^п Г , (  

5 1 . 1 6  5 5 L . 1 7 .

1) ( п  +  2)

2(1 +  1 +

п(п 4  1 )(п +  2)

. +  < " ) -  (п JP 1 ) 0  +  0  )

г\ Г~ 3 3 t n +  2 ) ( "  И 1= ;  б) у/т1, р) ---------------------------

(t + 2t +  . +  nt

5 1  1 8 .  а)

v s r + i

б) n -  1; н) -  1)

У ь л  (п +  l) ( 2 n  +  1)  

5 1 . 2 0 .  2.

5 1 . 2 1 .  2 . 5 1 . 2 2 .  15 0 . 5 1 . 2 3 .  5. 5 1 . 2 4  5.
5 1 . 2 5  У к а з а н и е ,  В в е с т и  ь п р о с т р а н с т в  с ка ляр н о е  произведен! 

т а к ,  ч т о б ы  з а д а н н ы й  б ази с с т а л  о р то н о р м и р о ва н н ы м .
5 1 . 2 0 .  С м .  у к а з а н и е  к п р е д ы д у щ е й  зад аче .
5 1 . 2 7  У к а з а н и е .  П у с т ь  ei , t a  -  базис н а п р а в л я ю щ е ю  поди 

е т р а н с т в а  ы н о ю о б р а з н я  И  Л и н е й н о  н е за в и си м ую  с и с т е м у  £ ц , 1

п о л н и т ь  до б а з и с а  всего  п р о с т р а н с т в а  и в в ести  с к а тя р н о е  произведение 
ч т о б ы  э т о т  б а зи с  с т а л  о р то н о р м и р о в а н н ы м .

5 1 . 2 8 .  гг/4

§ 5 2

5 2  2  В с я к и й  о п е р а то р  с о с т о и т  в возведении чи сел  и с т е п е н ь  с 
р о ь а н н ы м  (д л я  д а н н о го  о п е р а то р а ) д е й с т в и т е л ь н ы м  п о к аза те л е м .



Отчеты  и указания к §Д2 161

5 2 .3 .  а,б) Д а, если о =  8; в) л». 5 2 .4 . а.б.г.д) Д»; ») н«гг.
5 2 .5 .  а) Ортогональное проектирование на прямую г »  (я; 6| про­

ектирование на прямую г =  1 а параллельно подпространству (г ,  п) «  0; 
и) ортогональное проектирование на подпространство (г ,  и) =  0; г) проси- 
тиропанис на подпространство (г ,  п) =  0 параллельно вектору а, д) орто­
гональное отражение относительно подпространства (г , и) «  0; е) ортого­
нальное отражение относительно прямой г =  1а; ж) суперпозиция ортого­
нального проектирования на плоскость (г ,  п) =  0 н поворота на угол ж/2 
вокруг прямой г =  1о.

5 2 .в . а ,в ,д ,ж ) Д а; б ^ с .э )  нет.
5 2 .7 .  а-л,з,и,к,м ) Д а; с,ж ,л) нет. 5 2 .1 1 . а-л) Да.
5 2 .1 2 .  а,б) Д а, и пространство в,г) да, о пространство R; 

д,е,ж) нет; э) да, в пространство !R "*m; и) да, в пространство f t* * " ; к) да, 
в пространство

5 2 .1 3 .  а) Нс янляется ни сюръективным, ни иньективнмм; б,в) является
биективным.

5 2 .1 4 .  В случае, если / 1 , . . . ,  Д  - базис V .
5 2 .1 5 .  П усть / | , . . . , / г  - база системы Тогда векторы /и+i»

должны быть такими же линейными комбинациями векторов Д ,...»
/г , как ffr+i, .  • •, g k  векторов y j , . . .  , g r .

5 2 .1 6 .  У к а з а н и е .  Использовать задачу 52.14.
5 2 .1 9 .  а) Д а , если а  =  0; 6,д ,с) да; в,г) нет.
5 2 .2 1 .  Линейную форму ф  в пространстве М п можно задать таким 

образом тогд а и только тогда, когда для чисел с* =  ^(*к) выполнены соот­
ношения; с0 =  1, Н у , *  =  1, п.

Cfc-l
5 2 .2 2 .  Линейную форму «р в пространстве Мп можно задать таким 

образом то гд а  и только то гда , когда для чисел с* =  ( *  +  l)v>(t*) выполнены

соотнош ения: <н ,■ о, «  -  |

5 2 .2 3 .  Н ет, если э т а  форма не равна тождественно нулю.

5 2 . 2 4 .  а)
Г О  1 М 1/2 3/2 0 12 0 1 ; б) 3/2 - -1/2 3 .
. 3 - 1  1 . 1/2 1/2 1 J

1 - 1  1 1 - 1/2 0 3/2 ‘
5 2 . 2 5 .  а ) 0  0 1 ; б) 1/2 1 - -1/2

. 0  1 0 1/2 0 1/2

1 - 1 0 1 - 1 0
5 2 . 2 6 .  а) 0 1 - -1 б) 0 1 - 1

- 1  0 1 - 1 0 1

5 2 .2 7 .  а) А с

5 2 .2 8 .  а) Ас

5 2 .2 9 .  а) Ас

- 2  11/3
- 4  13/3

2 - 5 / 3

5 - 2 0 33
7 - 2 4 38
0 0 0

; б) А,
1 3 о

-2  - 8  1
- 1  - 5  2

5/3
10/3

-S / 3
б) А ,  =

; б) А, =
- 5

6
17

_ 10/3
5/3
1/3

- 1 0 - 7
13 - 1 0
36 - 2 7

- 7
3
2

3
-2 .

1
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52.30.

52.33.

52.35.

52.37.

52.30.

52.40.

52.41.

- 3  - 2
1 О 
О I

52-31-
- 1

1
2

- 1
52.32.

- 7
- 1

I
3

- 3

12
О

- 6
- 3

6

3 - 4  
2 - 3 И -

52.34.

-2
1
7

- 3

6
- 3

-2 1
9

—1
2

14
-6

- 1
4
2
I

- 1  
Г о 

О

1
4

- 2

I О 
) 2

3
12

-6

- 1  ‘ 
- 4  

2 .

52.38-
О

. О

52.30. 

2i ]*

[ т

О
о
1-2

О

п
. О 

О
2 - 3

h 2 
зл< 
3<г

п(п -  1) 
О 
О

Л " " 1 "
С 'Ж
clhn

О О О  О ••• ‘
_ о о о о ••• 0

5 2 . 4 2 .  d iag ( l ,  1/2,1/3......... l/ (n +  * ) )

52.43.

2а
О
О
О
О

За*
0
1 
О 
О

4а
О

За
О
О

( п - 1 ) а " - г
О

СЗ лп—< п-
О

СЬ яп -6
п - 1 а

па
О

/-.3о „ а
О

y-iS , п - !С па

0 О О О 0 . . 0 Qn
. 0 О О О 0 0 0

а „  =  1.  если п нечетно, и O n  = 0 , если П четно.
‘ 0 0 0 . . 0 *

■ 0 1 0 0 . . . о ■ 1 0 0 . . 0
0 0 2 0 . . . 0 0 1/2 0 . . 0

52.44. D  = 0  0 0 3 . . 0 , А - 0 0 1 /3  . . .  о

. 0 0 0 0 . - п - . 0 0 0 . . .  1 /п  .
5 2 .4 5 .  а) Первые к элементов главной диагонали равны 1, все о стал ь­

ные элементы равны 0 ; б) последние п — к элементов главной диагонали 
равны 1 , все остальные элементы равны 0 ; в) матрица диагональная, пер­
вые к элементов ее главной диагонали равны 1 , остальные равны —1 .
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0 «1 - п 3
-си 0 а|

аз 0
52.-10. А,  =

оз о 1 О
52.47 . Введем дли -iriCi.ix двух векторов х = у = Т(У> • У У1)

матрицу .S(x, у) = ( n  1 2 Гэ)т (у, у, у,). T o iда матрица А,  имеет мил а) I -

Я{ п,  п); 6) S( а,  а ) в ) / - - — if5 '(n ,  a); F) — — rS  п, а ) I ) / - 2 S ( u  п ) ; 
( а ,  п) ' ( а ,  п )

е) 2.5( а, а) -  ж) / -  т-^ -rS (n.  а); ч) п, а) -  /
\ а,  п )  ( а , л)

У к а з а н и е .  Исдользопать результат задачи 52.5.

52 .43.
0 о 0 • ■ 1 1 м 1 2 - 1  - 1  '

а) 0 1 0 ;б )  \ 1 1 1 ;» )  - - 1  2 - 1
3 0 п 3 1 1 1 3 - 1  - 1  2

5 1
1 5
2 -2

У к а з а н и е  Использовать результат задачи 52.47

Г О О О 1 г з о 1 - 6  - 9  - 3  ■
52.49.  а) - 1  I () 

2 0 1 6 > 5
2 3 0 
1 - 1  5

; в) 8 12 - 1  
10 15 - 5

2 3 - 4
1 6 - а
2 3 - 4

У к а з а н и е .  Использовать результат задачи 52.47

- 1  0 0 ■ 1 Г - 1  4 81 1 1 - 2 - 2 1
52.50 .  а) 0 1 0 ;б )  о 4 - 7  4 ; в) \ - 2  1 - 2

0 0 1 9 8 1 -1 3 - 2  - 2  1
У к а з а н и е .  Исиольэоназ ь результат задачи 52-47.

Г - 1 0  0 ■ ] Г - 1  2 0
52.51 .  а) - 4  1 0 ; б) 4 1 0

1 0  1 . 3 . 2 2 -3
У к а з а н  ие Использовать резульгат задачи 52.47

52 53 а)

cos а  
dr sin or 

О

if sin а  
cos а  

О
б)

О
О

±1
0 0 1 I г Л 1 0 11 0 0 и 0 0 1
0 1 0 J 1 1 о 0 J
о,, а\2 0 о ■
02, ап 0 0 ; б)0 0 0,1 0,2

опй-
02, Дт

»11
о

а 12
о

0,2НТ
022 ВТ

0 02, 0
0,1 0 аз]

и 022 0
0,2 0 аП

,/ + «
02, I

0 1 2  I
022 I + В Г

52.56.

) "  ХУ
Г 1 0 ■’ о 1 0

0 1 52.57. 0 и - 1
о - 1 0 о 1
• 0 ] 0 0
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5 2 . 5 8 .

Г 0 0 1 г 1 0 0 0 т
0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 - 1 0
0 - 1 0

. 5 2 . 5 0 .
0 0 0

1
1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 - 1 1 0 0 0

. 0 0 0 . . 0 - 1 0 0 .

§53
5 S . 1 .  а)  В  матрице персставятся i -я и j -я строки и i -й и j - й столбцу, 

б)  в матрице i-й столбец умножится на число a ,  a »-я строка разделится ца 
число о .

5 3 . 3 .  В  базисе e n . . . , e i .

5 3 . 4 .  а)

■ 1 0 2 1 ’ '  - 2 0 1 0 '
2 3 5 1

; б )
1 - 4 - 8 - 7

3 - 1 0 2 1 4 6 4
1 1 2 3 1 3 4 7

5 3 . 5 .  d ia g ( l ,  2 ,3 ) .  5 3 . 6 .
2

- 1
- 3

2
- 2

1

5 3 . 7 .  а)

5 3 . 8 .  а)

1
2

; 6 ) i

20 - 5  15
- 1 6  4 - 1 2

24 - 6  18
- 4  - 5

4 5
У к а з а н и е .  Сначала выписать матрицу оператора в базисе из напра­

вляю щ их векторов данных прямых.

2 3 
4 6

3 6 9 
- 5  - 1 2

2 5 Н И  ' *  - ?  ]*

5 3 . 9 .  •) i
• - 1  1 0 1 Г 3  4  0 - Г 0  0  2  ■

- 3  3  0  ; б ) 4 3  3 ; в ) - 1  1 2

3  -1 2 J - 2  - 2  1 . - 1 0  3

1 1 +>Д  - 1  +  v/3 ' 1
И т

1 - у Д  — 1 — \/3
1 — -ч/З 1 - 1 - у / З 1 + з/З 1 - 1  + з / 3

. - 1  -  \ Д  -  1 1 .
3 , - 1 + з / 3  - 1 — з/з 1 .

0 0 -1  1 1И -
2 - 2 1 ‘

- I 0 0 1 2 2
0 1 0 3 . - 2 -1 2 .

п)
О 1

У к а з а н и е .  Сначала построить матрицу оператора в базисе, сост а ­
вленном из базисов данных подпространств.

5 3 . 1 0 .
5 3 . 1 1 .

а)  А « =  С/'-1; б) Л ,  =  f ' C ;  в) А /  =  F ~'С. 
а)  ВЛ-';б) В\ в) I .

5 3 . 1 2 .  1) а)

2) »>

[ : !
Г - 1  4

- 2  5
1 2 - 4 -

3 - 1  
5 - 1  
3 I

; 6) diag(l ,  2 ,2 ) ;

; б) d ia g (0 ,1 ,1) ;

3) а)
- 1  - 1  2 1 0 0 0
- 5  - 1  2 ; б ) 0 2 1
- 7  - 3  6 0 0 2 .
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■I) а)

53.13.  1)

•1 О
и о
5 О

1 О 
О I
о о
0 0 0 1

г • 1 4 1
- 1 0 - 1 8 - 2 0 ; б )

1 9 13 1Г.

;б )
5 
U 
■!
О О
0 о
1 1

0 1 21 1 — 2 J' ОО
1 о ' О 
( 1 2  (1
О 0 - 2

О
- 9

- 1
О
О

- 3
О
о

; з)

- 1
о

1
- 3

о

[ ?
0
1

- ]

4)
3

- 2
- 3

- 2  1 
- 1 2  7
-3 2

5 - 1
5 - 3

10)

5 3 .1 4 . »  [ 1 - J

' 0 - 1  0 2 '
1 2 -1 - 1
0 1 4 0
0 - 1  - 2 2 J

+ 1 I: 2) diag( -1.1 + 3) d ia g ( 2 ,2 , - 2 . 2 . )

1 1 0 0

•0
0
0

i
0

0
— 1

0
1

0 0 0 — 1

53.15.
" [

.36
2.3

" f

- 3  - 1 5
I 5

9 
5

25 -31
5 1

5 3 .1 6 .  1)
3 - 5  - 1 2  

-3 9 18
2 -6  -12

:2 )

- 4 2  - 1 8  - 2 0  
15 7 7

0 - 1 1 1  
- 3 0 - 2  1

3 1 - 1 - 1
О - 1

1 4 1 31 - 1 7  J-

; 3,7)

О 1 о 
0 0 2

3
1

- 3

О О О

1,5)

Г 0 1 0 .. 0
0 0 1 ... 0

0 0 0 . 1
0 0 0 ... 0

порядка n +  1; 6)

О I 1 1
0 0 2 1 
0 0 0 3

Г 0 1 -1
.о о о ; 

- 1  ...
.. 0 

-1
0 0 2 -1 -1
0 0 0 3 ... -1
0 0 0 0 .. Т1
0 0 0 0 ... 0

0 0 0 0 
0 0 0 0

5 3 . 1 7 .  !  
1

53.18.  а,б)

5 3 .1 9 .  а)

1
О
О
О
О
О

- 2
О

0 0 1-16 -20
12 16 J
1 о 0 '

-1 0 0
I 1 0
0 0 1
2 0 0 :
0 0 0
0 0 2 ;

-2 0 0

; в)

с)

‘  1 0 0 2 '
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 - 1

: 0 0 0 0 ■
0 0 0 0

- 2 0 0 2
_ 9

L 2 0 2 J
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v 5 3  2 1  И ст
5 3 .2 2 .  N к а з а к и е .  П о казать, ч т о  квад р атная м е т р и к а  .1 

ковочня с любой невырожденной м атрицей то гд а и только тогда, 
ска л я р н а

5 3 .2 6 .  It i-т ,  неверно. 5 3  28  Н е т, неверно. 
5 3  3 1 .  Н е т, не отна-чнет.

Hi реет а 
Kui  д а  ,-1

§54
5 4  1 .  Последние и — г столбцов м а тр и ц ы  нулевые, и го время как первы е 

г ли ней но  независим ы
5 4 .2  Последние п —г столбцоп м а тр и ц ы  нулевы е в то  время как первы е 

г ли ней но  независим ы
5 4 .3 .  а) Образ -  плоско сть ( х . а ) =  0, ядро -  прямая ( х  а] =  0;
б) если ( а, Ь) =  0. тс  образ - прямая [ х , Ь] =  0, а ядро п л о с к о с ть  

( х . а ) =  0; если ( а  Ь ) ^  0, то образ плоско сть ( х , а) =  О, а ядро -  прям ая
{ * .  Ь] => 0.

5 4 .4 . rg .4  =  1, базис образа -  ( 1 ,  1, 1) def А  — 2 базис ядра ( 1 ,  — 1 ,0 )  
( 1 , 0 , - 1 ) .

5 4 .5 .  rg .4  =  2, базис образа — (2, 1, 1) . ( — 1 , - 2 ,  1); def А  — I , базис ядра 
- ( 1 . 1  1)

5 4 .Ь. rg .4  =  3, def А  =  0.
5 4 .7 .  rg .4  =  2, базис образа -  ( 2 , 1 , 2 ) ,  ( 1 ,8 .  1); def >1 =  1, базис ядра 

( 0 . 1 , 1 ) .
5 4 .8 .  fg -4  =  2, базис образа (1 2, 0), ( - 3 , 0 ,  2); def А — 1 базис ядра

( « . 1 . - 3 ) .
5 4 .9 . 1)  (0, 6 18) 2) (0 ,0 , 0 ,0 ,  3) ( - 8 , - 1 1 - 3 , 0 , - 1 3 )
5 4 . 1 0 .  В базисе е ко о р д и натн ы е сто л б ц ы  б ази сны х  векторов. 1) ядра 

( 1 2 , - 5 ) г , образа ( 5 , 1 2 ) г ; 2) ядра (1 1, -  1 ) т . (3. 0 2) г , образа (1 1 , - 1 ) ' г ,
3) ядра -  ( 1  - Д , 0 Г . образа -  ( 1 ,  1 .0 ) г , (0, 1 - 1 ) т , 9) ядра -  (0, 1, 1 , 0 ) 7 
f 0 , 0 . 1 , l ) T  образа -  ( 1 , 1  - 3 , - 3 ) r , ( 1 ,  — 1. — 1, 1 ) г ; 5,6) к е г Л  =  (0 )  irn А  =

А -  изоморфизм
5 4 . 1 1  В с о о тв е тс тв ую щ и х  базисах е или /  ко о р д и н а тн ы е  с т о л б ц ы  

б ази сны х  векторов- 1)  кара -  ( 0 -2 ,0 , I ) 7 , ( 0 , - 3 -  ) , 0 ) г , образа (0, 1 ,0 )  , 
( 1 .0 ,  —2 ) г , 2) образа -  (4 ,3  - 1 , 7 ) г , ( 5 , 2 , 3 , 7 ) г , ( 9 , 7 , 2 , 6 ) т  к е г Л  =  { 0 ) ,  А  
и н ъ е кти в н о ' 3) ядра ( 3 , 1 , 0 )  (2, 0, — 1 ) Т , образа -  ( - 2  1 , 7 ,  — 3 ) т ; 4) ядра
-  ( 2 , 0 , 1 , - 1 , 0 )т , ( 0 , 1 , 2 , 0 , 0 1 '  ( 0 ,0 ,1 ,0 ,  1 i r , iin*4 = W, А  гю р ъ е к  i инно;
5) ядра -  ( 0 ,1 ,  1 ) т  образа -  ( - 2 ,  - 2 , - 3 ,  4 , 6 1Т , (2, 2, 2, 1, - 5 ) г ; 6) ядра 
( — 23, 1 ,0 ,  - 3 .  6 )х , { —4 2 ,0 , 1 ,5 ,  10 )7 i.ra А  =  W, А  сктрьект инпо.

5 4 . 1 2 .  rg^" =  2.
5 4 . 1 3 .  У к а з а н и е .  С к  пример 5 1 1 .
5 4 . 1 4 .  У к а з а н и е .  С о с т а в и т ь  м а тр и ц у  оператора Q в ес Рес т иенном 

базисе п р о с тр а н с тв а  R " * "
5 4 . 1 5  С м  указан и е  к задаче 54.14
5 4 .1 6  С м  ук а зан и е  к задаче 54.14 .
5 4 . 1 7 .  О браз A fn _ i,  ядро -  М
5 4 .1 8 .  О браз Д/ n - i  ядро Л/д.
5 4 . 1 9 .  n +  1 — к, если к <  n -е I, и 0 если к >  о +  1
5 4 .2 0 .  О браз ' все ч е тн ы е  м ноточлены и* Л /„ , ядро л и н е й н а я  оболич 

ка, н а т я н у т а я  на м но го члены  (1 — а)"" , 0 <  2 к <  п.



5 4 .2 1 .  л, если / нуленой, л -  1, если / ненулевой.
5 4 .2 2 .  Двумерное подпространство векторов ортогональных а; дву­

мерное подпрос I [>лне■ < но пек горой, компланарных n и 1>
5 4 .2 3 .  У к а з а н и е  Использовать результат чапали 45.47 лл» ядер 

функционалов.
5 4 .2 4 .  У к а ч а н и с. Исполь-зЖать результат задачи I 16 для ядер 

функционалов.
5 4 .2 7 .  1) )0 ,0 , 1/10 I/',) + о , ( 1 0 , 0 , - 7 , 6 )  +  л , (0, 5, -  1, - 7 ) ;

2) (7/2,0, - 1 / 2 ,  0 ,0 )  + о , (  19,2, - 5 , 0 , 0 )  + п2( 11,0, - 1 1 , 2 , 0 )  + о , (  1. О,- 2 , 0 . 1 ) ;
3) (0 ,0 , 1) +  и , ( 1 , - 2  - 3 ]  4) (0, 1,0, 0) + о , (2. 2, 1, - 1)
(здесь а , 6  №, I =  1,2 ,3 ,  произвольны).

5 4 .2 8  Пинсйная оболочка, натянутая *1  „екторь.:
1) (1, 1,0 , 0, 0), (0, 1, 2,0 0) (2, 0, 1, - 1, 0) (0, 0, 1, 0, 1);
1) (1, 1, -  1, —1), (0 ,2 , 1,0), (7 2 3 , 0 , - 1 1 ) ;
3) (0 ,3 , — 1, К о ,  0), (0, 1,0 - 1  0,0 ),  (0,4  0 ,0 ,0 ,  - 1 ) ,  (1 ,0 -0 ,0 ,  0,0) , 

(0,0,0,41, 1,0).
5 4 .2 9 .  Нее четные .многоч.теьы

5 4 .3 0 .  1) Катит образа  ̂ о ] ’ [ 0 2 j  ■ батис ядра - | j

j j} I 1 2) образ вес пространство ! 7 х , ,| базис ядра [ 0 0 и
( 0 0 0 1 
[ - 2 1 3

54.31  Ядро состоит из матриц, у которых первые л — 1 столбцов ну 
левые, образ все пространство д т х (п-1)

5 4 .3 2 .  2) Ядро натянуто на вектор ( 1 , —2 , 1 , —2), образ -  все матрицы
К 2 к 2 Г В 6вида I а .

5 4 .3 3 .  У к а . а н и е .  Каждому век.ору из irn А  поставить в соответ- 
езние линейное многообрашс его прообразон.

5 4 .3 4 .  Ядро -  кет .4 дефект равен нулю.
5 4 .3 6  У к а з а н и е .  Построить базис так чтобы /(ет) =  1, /(е2) = 

. . =  /(е„) =  0.
5 4 .4 1 .  1) (1 ,0 ) ,  ( - 1 , 1 )  и (1, 1), (0, 1); 2) (1 ,0) ,  (0, 1) и (1 ,3),  (3.10);
3) (1 ,0 ,0 ) ,  (0 1,0) , (1, 1, - 1 )  и (0, - 1 , - 1 ) ,  (1 .0 , 1), (0.0 , 1);
4) (1 ,0 ,0 ) ,  (1, 1,0) , ( 1 , - 1 , - 1 )  и (1 —1,2), (0, 1,0) (0 ,0 ,1) ;
5) ( 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ,  (0, 1 ,0 ,0 ,0 )  (0 I 2, 0, 0J, (2,0 , 1 , - 1 , 0 ) ,  (0, 0, 1,0, 1) и (1, 1),

(а,- 2)
6) (1 ,0 ,0 ) ,  (0, 1.0) , (0, 1 1) и ( - 2 , - 2 , - 3 , 4 , 6 ) ,  (2 ,2 ,2 ,  1 , - 5 )  (0 ,1 ,0 ,0 ,0 ) ,  

(0 0,1), 1,0), (0 0 .0 ,0 ,  1).

1,55

. Г - 5  - 3  1 „  ( - 7  1 1 О Ю -45 5 .1 .  < С 1 j ; ВМ  - 3 5  31
— 5 И - 3  • 5 - 1 3  - 9

5 5 .2 . - 1  4 5 55.3 3 - 6  - 4
- 5  7 - 1 . - 2  5 4 ,

5 5 .7 .  Пит, не нплмется. У к а з а н и е .  Рассмотреть случай > 1 = 5 .
5 5 .8 .  Нет, не а пляс тем У к а ч а н  не. Рассмшреть случай А  =  В  

5 5 .1 0 .  Пет, мемерно.
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5 5 . 1 2 .  У к а з а н и е  П у с т ь  Г | с.п -  балке V, и п у с т ь  Л г t — o i ; /s  ■+ 
+  a m>/ m Т о щ »  п о л о ж и т ь  й , г л =  a,,J,

5 5  1 4 .  У к а з а н и е .  NlwoMec rng всех о пе р ато р о в, о го С )р » ж л ю ш и х  n - 
мерное п р о с т р а н с rno  n олном ернос iiptu ip a n c r n o . и м еет р а зм е р н о е ть  n.

5 5  10  > к а з а н к е .  У ч е с  г ь , ч т о  nu n £ ( Г , U ) =  m n .
5 5 . 1 7 .  а г)  И ст
5 5 . 1 8 ,  а) Н е т если э т о т  образ о т л и ч е н  о т  н уле в о го  п р о с т р а н с т в а ;

б) н е т . е сли  это ядро нс с о н и а л а г т  со т е м  п р о с тр а н с тв о м  Г
5 5 . 1 9  * п . 5 5 .2 0  т[п — /).
5 5 . 2 1  У к а з а н и е ,  а) П у с т ь  , i.„ -  н е к о то р ы й  б аэ н с V .  Д л я

д а н н о го  о пе р а то р а  А  €  £ ( К ,  L) ф и к си р у е м  к а к и е -л и б о  р а зло ж ен и я в е кто р о в  
! 4 e i , . . . , o 4 f  п по п о д п р о с тр а н с т в а м  L\  и / ,7 : At., =  м, -+-)■ , Гог да А  — А \
тде .4е , — и | , А с, =  в ,, i  — j n,

5 5 .2 2  У к а з а н к е .  В с с и о л ы о в а т ь с я  и н д у к ц и е й  по к и р е з у л ь г а т о м  
п р е д ы д у щ е й  залами.

5 5 .2 3  J к а з а н  н с .  И с п о л ь зо в а ть  р е з у л ь т а т  за д а чи  5 5 .5 , п у н к т  о ).
5 5 .2 4 ,  У к а з а н и е .  Д о к а з а т ь  ч т о  im ( .4  +  6 )  =  V
5 5 .2 7 ,  N к а з а н к е  И с п о л ь з о в а т ь  т о г  ф а к т , ч т о  м а т р и ц у  о п е р а то р а  

р а н га  г м ож но п р е д с т а в и т ь  в виде с у м м ы  г м а т р и ц  р а н та  ] и р е з у л ь т а т  
та д а ч н  55 23,

5 5 .2 6 .  Либо кет .4  =  к с г В  либо im  А  =  )тг> Р
5 5 .2 9 .  П у с т ь  в  L  все о пе р а то р ы  и м е ю т р а н г нс в ы ш е  1 , и п у с т ь  А  £  L 

-  п р о и зв о л ь н ы й  о перато р р а н га  1. Р а сс м о т р и м  в /, п о д м н о ж е ств о  /ц  всех 
о перато ро в В , для ко то р ы х  кег В Э  к с г .4 , и п о д м н о ж е ств о  L i  всех о п е р а т о ­
ров С , для ко то р ы х  im  £  С  im H  С о г л а с н о  5 5 .19  и 5 5 .20  э ти  п о д м н о ж е с тв о  
я в л х ю тс я  п о д п р о с тр а н ст в а м и  I. р азм ер но сти  не и ы ш е  п . П о э то м у  L \ ф L t 
1-г ф- L t( с у щ е с т в у е т  о перато р Т> £  L та к о й , ч т о  1) £  L ь  V  $  / . ? ,  т ,е. 
i m P ^ . m ^ l  к е г Т З ^ к е г Д  Н о т о гд а  в с и л у  задачи  5 5 .2 1 rg (.4  -+■  V )  =  2.

5 5 .3 0 .  Н е т  I см. за д а чу  5 5 .13 ) .
5 6 .3 1  Д 1 к а з а н и е .  П о к а з а т ь , ч т о  если для ненулевых векторов 

х , у в ы п о лн е н о  A i  =  Az, A y — цу, т о  А =  р.
5 5 .3 2  У к а з а н и е .  П о с т р о и т ь  базис С | , . . . ,  еп в V  т а к ,  ч т о б ы  в е к то р ы  

с э , г п - 1  о брисо вы вали базис кег .4, и р а с см о тр е ть  м а т р и ц у  о п е р а т о р а  в 
это м  базисе.

5 -3 3 .  У к а з а н и е .  Использовать п р е д ы д у щ у ю  за д а чу.
5 5 .3 4 .  У к а з а н и е .  Пусть c i , . . . , £ n  -  базис в V . Тогда вектор х =

° i e) + -  + « , . £ „  принадлежит ядру функционала Д  тоща и только тогда,
ко гд а  щ Д Д ) ) +  + а „ Д ( е п) =  0 Рассмотреть систему таких соотношений 
с к =  1 , л .

5 5 .3 5 .  У к а з а н и е .  В о сп о л ь зо в а ть ся  р е зул ь та то м  за д а чи  55 34.
5 5 .0 0 . С м . ук а за н и е  к задаче 55.35.
5 5  3"  С м . ук а зан и е  к задаче 55.35.
5 5  3 8 . ke r(2  -  V )  =  im V ,  im  ( I  -  V )  =  kei V .

§ 5 6

5 6 . 1 .  » )  [  _ J 3

- 1

1 4

5 1

- 3

- 1 1

"  0 0 - 1 1

5 6 . 2 .  AB  =
0

1 / 2

0

- 1

- 1 / 2

0

0

- 1 / 2

0

1

1 / 2

0

. «)

; BA

2 7 - 2 5  1
31 - 2 8

0 0 - i U '
0 - 1 0 (1

1 / 2 - 1 / 2 - 1 / 2 0
L - l / 2 - m - 1 / 2 0
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Г - 1  1 - 2
56 3. а) 2 - 1  

- 1  0
- 1

1
;б )

5 0 .4 .  л) О, б) О, в)
[ 25 

10
- 1 0
- 1 5

8 - 5 Г 2 8 - 5 1
- S  - 1 и) 4 5 —4

о - 3 . 3 13 - 8
- 6  0 ], [ 1 8  1

1 " б 1 0 1 J-
,1(1.0. Нет, меперио.
56 9. У к а з а н и е .  Показать, что ко. г Pnim V =  {0) и P[im V] = in Р,
56 ,10 .  У к а з а н и е ,  а) Игполыиьать задачу 56.9.

56 .12  Мат оина порядка п 4  1: | q  q  1, где /I -  единичная матрица

порклка п -  it + 1 при к < п, и нулевая ма грина при к > п
56 .1 3 .  а ) ( Д Р ) ( д о  + Я|(4- . 4  а„( ) = а ] ( 4  2 й Д * 4 . - . 4 п а п (

б) (Р.4)(яо 4 Д | (+  1Яп( ' )  =  яо + 2я|(+ ..  4  (п 4  1 )flni и) [V, а  \ =  1
56 14. У к а з а н и е  Доказать по индукции, используя результат зала­

ми 56.13, пункт в).
50 .15 . У к а з а н и е .  Показать, что слел матрицы коммутатора всегда

ранен нулю.
56.16 . Пусть А  ненырожден Тогда А~ А В  -  А~ BA  =  I .  Но tr(В -  

А~ BA )  = 6, a tr 1 ф 0.
56.21 У к а з а н и е .  И, пользовать результат задачи 55.32.
56 23, У к а з а н и е .  Использовать результат задачи 6о.9
56 25. У к а з а н и е .  Использовать результат задачи 55.9.
56 .26 .  У к а з а н и е  Использовать результат задач 56.« и 56.9.
56 .27 .  У к а з а н и е .  Использ-вать результат залами 56.9
56 .26 .  У к а з а н и е ,  fcj ф̂ а) Домножить равенство А\ 4  . . 4 . 4 k  = Г  на 

А | и воспользоваться результатом залами 56.9 а ) ^ в )  У'честь, что в любом 
базисе е: r g ( A ) t -  ’.г(Д,)^. в)=>б) Показать, что V =  ,m 4i ® . . . © i m A k .  
Из равенства А , i  =  А  А х  4  . . .  4  A KA , z  вывести, что А  А  =  О при i / j  
и Д ’ =  А,

56 .29 .  У к а з а н и е .  Использовать перестановочность оператора А с
любым проектором.

56.30 .  У к а з а н и е .  Использовать результаты задач 55.31 и 56.29.
56 .31. У к а з а н и е ,  а) Перейти к матрицам операторов; б,в) приме­

нить теорему о ранге и дефекте.
56 .32 .  У к а з а н и е ,  а) Использовать соотношение ( B A ) V  = Sfim Л).
56 .33. У к а з а н и е .  В силу пункта б) задачи 56.32 справедливо соот­

ношение dim(im А к П кег Л) = def A k + l — def А к
56.34 . У к аз  а и и с. Воспользоваться соотношением из пункта б) зада­

чи 56.32.
56 .35 .  У к а з а н и е ,  Использовать соотношения: tg(BAC) = tg(AC) — 

dim(im АС П ker В ) ,  rg(5*4) =  rg(.4) -  dim(im А  П ker 0).
56 .36. У к а з а н  и е. Если Л 2 ф  О , то использовать результат задачи 

55.31.
56 .37 . У к а з а н и е ,  а) Использовать неравенство Фробениуса из зада­

чи 56.35.
5 6 . 3 8 .  У к а з а н и е . Перейти к матрицам операторов в некотором ба­

зисе прост рай стнл V'.
56 .39 .  У к а з а н и е .  Построить оператор В — А гак, чтобы включение 

ker Л С кег Л 2 было строгим.
56.40 .  Ь к а.за и и е. Использоваться результаты задач 56.39 и 56.34.
56.41.  О к а з а н и е ,  а) Для опера торов A -f I  и Л —X воспользоваться 

результатами задач 55.23 и 56.37, пункт б).
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56.44. У казан*!* Пусть im.4 = £(ei). Проанализирова!ь мазрицу 
оператор* А 8  и башее r t , . . .  ,с„,

5 6 .4 5 . п(п - г). 56.46. п(п -  г).

5 6 .4 7 . Ук а з а н ие .  Учесть, чго матрицы [ “q  д  ̂ 1 , г лсЛ npoHv
вольная м Атрии а пора да а т ,  перестановочны.

56.48. Ганг равен яг, дефект равен п(п — г).
56.53. Оператор, ставящий в соответствие каждой функции се един­

ственную первообразную, принадлежащую данному пространству.
56.54. Я **1 = Я.
56.56. Указание.  Выбрать базис e j , . . . ,е„ пространства так, чтобы 

векторы е2 , . . . ,е„ образовывали баэяс leer А, и рассмотреть матрицы опера­
торов I  — й м Т  + Д в  этом базисе.

56.57. Указание.  Использовать соотношение из пункта а) задачи
56.31.

56.62. Указание.  Пусть Т  вырожден, тогда существует ненулевая 
матрица А такал, что ТА = О. Положим г = rg Л, тогда 0 < г < п и суще­
ствуют невырожденные матрицы Р и Q такие, что PAQ = q  q В та­

ком случае для любом матрицы X € Rn*" выполнено: \PAQ + XHPQI-1 = 
M  + P - '.Y Q -1! = | (̂.4 4 P -'.Y Q -1)! = lJF(/>-*A'C?-l )| = |Л'| - (PQ!-1, r.e. 
,PAQ 4- Л| = |Л'|. Но это неверно, если, например, .Y = | q /п ^ |-

56.63. Указание.  Если г 6 кег.4 ненулевой, то f(A)z  ^ в вопреки 
условию, что /(() -  аннулирующий многочлен.

56.64. Указание.  Учесть, что dim £(V, V) = п3.
56.65. Указание,  Использовать результат предыдущей задачи.
56.67. Д а, если dim V' = dim W; нет, если dim W > dim V.
56.71. Указание.  Выбрать базисы е в V' и / в IV, образующие 

каноническую пару базисов для оператора А.
56.72. Указание.  Использовать построение задачи 56.71.
56.73. Указание.  Использовать построение задачи 56.71.
56.74. Указание.  Использовать построение задачи 56.71.
56.76. а,б,в) Нет; д) нет при d ф 1; г,с) да.
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